Algebra Lineal Il

TEMA I- Aplicaciones bilineales.

Capitulo 1. Formas bilineales y formas cuadraticas.

Vectores conjugados.

Subespacios conjugados.
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Vectores conjugados.

Motivacidn:
Producto escalar: nos sirve para medir angulos y distancias (“hacer” geometria).

u-v (dos vectores se transforma en un numero) — f: R2 X R2 — R f(ﬁ), ‘l_7>) =uU-v f forma bilineal
u-v=v-u —_— fu,v) = f(v,u) f simétrica
Norma o médulo: |[U||? =u-u — w:R” > R o) = f(u,u) o forma cuadratica
Vectores perpendiculares u ortogonales. Vectores conjugados.
] = —_—

“‘ U conjugadocon v & f(u,v) =0

—

ULy o u-v=0

Definicidn. Dada una forma cuadratica w: U = R asociada a una forma bilineal simétrica f: U X U = R se dice que dos
vectores U y U son conjugados respecto de w, si f(u, V) = 0.

. I
Eiemplo: - @ ((x,y)) =" +4xV 14(1,0)y (0,1) conjugados?  p(r,0,00)= 0(% 2)(®)=a 2)(%) =220 iNO!

| 2 0
X Yy
P (1 2) X :a(l, 0) y (2,—1) conjugados?  £((1,0),(2,-1))=(1 0) (; (2)) (_i) =1 2) (_21) =0 sl
©c\2 0/y | _ _
- |c'.(0, 1)y (0,1) conjugados? f((0,1),(001))=(0 1) (; g) ((1)) =(2 0) ((1)) —0 iSI!
Fuera de la diagonal. ;)IVIDIDOS entre DOS " | Vector...iconjugado consigo mismo!

1 es AUTOCONJUGADO respecto de w, si f(u, u) = 0 © w(u) = 0.
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Subespacio conjugado (l).

Dada una forma cuadratica w: U — R asociada a una forma bilineal simétrica f: U X U = R:

- U y U son conjugados respecto de w, si f(u,v) = 0.
- U es AUTOCONJUGADO respecto de w, si f(u, u) = 0 © w(u) = 0.

- A < U conjunto de vectores = conj(4) = { Conjunto de vectores }
conjugados a todos los de A

Subespacio conjugado de A respecto de w.

Ejemplos.

En el plano R? con el producto escalar usual En el espacio R3 con el producto escalar usual
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Subespacio conjugado (ll).

Dada una forma cuadratica w: U — R asociada a una forma bilineal simétrica f: U X U - R:

Subespacio conjugado de A respecto de w.

A c U conjunto de vectores = conj(A) = {v € U|f(u, v) = 0 paratodou € A} = { Conjunto de vectores }

conjugados a todos los de A

Propiedades:

BILINELIDAD

1) conj(A) es un subespacio vectorial de U.

PRUEBA
i) 0€conj(A) o ¢Paratodo € A se cumple f(ii, 0) = 0?

) =f(#,0-0)=0-f(,0)

i) v, W€ conj(4) ¢ Paratodo u € As€cumple f(u,Av+uw) = 07?

} = Av+uw € conj(4)

ApER fFOULAV+uW) =2 -fU,v)+pu-f,w)=2-0+pu-0
2)A c B = conj(B) c conj(A) 3) conj(L(A)) = conj(A4)
| conj(L(A))
A :

L(A)
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Subespacio conjugado (Il).

Ejemplo: Dada la forma cuadratica w: R®> — R definida como w(x,y,z) = x% + y? + 2xy + z? y el subespacio vectorial
V=1L{(1,2,1),(2,1,1),(3,3.2)}, hallar conj(V).

1) Comprobamos si los generadores de I/ son independientes.

V=L{1,2,1),(03,1
1 2 1 Hy(-3) (1 2 1 Hy-») (1 2 1 {(1,2,1),(0,3,1)}
2 1 1 » (0 -3 -1 »10 3 1 dim(V) = 2
3 3 2 Hn(=2) \o -3 -1/ HD (o o o N
2) Calculamos la matriz asociada a la forma cuadratica en la base candnica.
Xy z
1 1 0\ Xx

F¢ = (1 1 0) y 3) conj(L(A)) = conj(A)
0 0 1/ z

f((x; Y, Z); (1, 2, 1)) =0
f((x; Yy, Z); (0, 3, 1)) =0

3) Calculamos conj(V). conj(V) = conj({(1,2,1),(0,3,1)}) ={(x,y,2z) € R3

1 1 0\ /1
f((x,y,z),(1,2,1))=0 S @y 211 0](2]=03x+3y+2z=0
Ecuacidn implicita
0 0 1/1\1 o [3x+3y+z=0 :
de conj(V)
1 1 0\ /0 —
f((xy,2,031)=0 & * ¥ 2)[1 1 0]|3]=0¢ 3x+3y+z=0 [ _
Eliminamos dependientes
0 0 1/\1
xX=A
z=-3x-3y o|ly=pn Ecuaciones paramétricas conj(V) = L{(1,0,-3)(0,1,—3)} dim(conj(V)) = 2
z=-31—-3u | de conj(V)
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