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Construccion de un giro en el plano.

b) Angulo de giro a.

Datos para construir un giro: a) Producto escalar y base de referencia B que da la orientacion positiva.

Pasos:

1) Construir una base ortonormal B = {v, 7V, } con orientacion positiva.

1.1) Construir una base ortonormal B’ = {1, u,} (por ejemplo diagonalizando la matriz de Gram).

1.2) Corregir la orientacién comprobando det(Mgg,)

Sidet(Mpgg,) > 0 orientacién correcta. Nos quedamos con B = B’ = {u,,U,} .

Sidet(Mgg,) < 0 orientacién opuesta. La corregimos tomando: B = {uy, —u,} .

2) Construimos la matriz asociada Tz en la base ortonormal con orientacién positiva B = {v,, V,} calculada antes.

t(v,) = cos(a)v, + sin(a)v,

Matriz de giro de angulo a

t(v,) = —sin(a)v, + cos(a)v,
_ (cos(ax) -—sin(a)
Tp = (sin(a) cos(a))

3) Hacemos un cambio de base.

Tc=McgTgMp
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Construccion de un giro en el plano. Ejemplo I.

Datos para construir un giro: a) Producto escalar y base de referencia B que da la orientacion positiva.
b) Angulo de giro a.

Pasos: 1) construir una base ortonormal B = {%,, ¥} con orientacién positiva.

2) Construimos |la matriz asociada T'g Ty = (

cos(a) —sin(a))
3) Hacemos un cambio de base T = Mz Ty M}

sin(a) cos(a)

Ejemplo tipico. | condiciones usuales: producto escalar usual y orientacién positiva dada por la base canénica.

Calcular la matriz de giro de angulo a = 30°

1) La base canonica...iya es una base ortonormal con orientacion positival. Tomamos B = C.

2) 3) Ya trabajamos en la canodnica.
o o1 o A/ —
= (COS(?’O ) —sin(30 )) = ( 3/2 1/2> iNO hace falta cambio de base!.
1/2 +V3/2

Observacion. La matriz sirve para girar cualquier vector.

sin(30°) cos(30°)

Por ejemplo para girar el vector (3, 1):

<\/§/2 —1/2) (3) _ ((3\/5— 1)/2> N ( 2.1 )
1/2 +3/2/\ (3++/3)/2 2.37
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Construccion de un giro en el plano. Ejemplo II.

Pasos:

1) Construir una base ortonormal B = {v;, U, } con orientacion positiva.
2) Construimos la matriz asociada T'g
3) Hacemos un cambio de base T = MCBTBMzé

T, = (cos(a) —sin(a))

sin(a) cos(a)

Ejemplo.  pqqycto escalar dado por G = (1

1 5) y orientacion positiva dada por la base candnica.

Calcular la matriz de giro de angulo a = 30°

1) Usamos que en una base ortonormal B, G = Id Gc <coneruenca” 1d = G Id —55cgromma” Mcs

(o (1))”—(_12((1) ) =0 1/2>=MCB

B = {(1,0),(~1/2,1/2)}

(1 1)H21<—1> (1 0) H(1/2) (1 0

1 5/@cD \o 4/ @D \o 1) = G

éOrientacion? det(M p) iCorrecta!
2) _(cos(30°) —sin(30°))_ V3/2 —-1/2
7 \sin(30°)  cos(30%)) "\ 172 V3/2

3) Cambio de base.

Te=McpTgMh = (

1 —1/2)<\/§/2 —1/2>(1 —1/2)‘1:1<_1+2\/§ _5 >
0 1/2/\ 172 +3/2)\0 1/2 4 1 1+2V3
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Construccion de una simetria respecto a una recta en el plano.

Datos para construir una simetria respecto a una recta: a) Producto escalar. b) Eje de simetria L{u,}.

Pasos: EJE de SIMETRIA

1) Construir una base ortogonal B = {1, U, }. A ‘

Esto supone calcular un vector u, ortogonal al generador del eje 4.

2) Construimos la matriz asociada Tz en la base ortogonal B = {1, u,}.

t(ﬁ1)=ﬁ>1=1ﬁ>1+0ﬁ)2

t(ﬁ2)=—1_l)2=0ﬁ>1—1ﬁ)2

T=(o 1)

3) Hacemos un cambio de base.

T¢=MgTgMpc = McpTpMcp
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Construccion de una simetria respecto a una recta en el plano. Ejemplo.

Datos para construir una simetria respecto a una recta: a) Producto escalar. b) Eje de simetria L{u,}.
Pasos: 1) Construir una base ortogonal B = {1, u,}.
2) Construimos la matriz asociada Tz en la base ortogonal B = {4, u,}. Tg = ((1) (1))

3) Hacemos un cambio de base T = Mz Ty M5

Ejemplo.
Producto escalar dado por G = (i 5) dar la matriz de una simetria respecto a larecta L{(2,1)}
1) Tenemos 1, = (2,1) y buscamos u, = (x, y) ortogonal a U y=3

v
7
(xy)-(2,1)=0 > (x )’)(1 1)(2)=0 = 3x+7y=0 = x=—§y = Uy =(-7,3)

1 5/\1
Base ortogonal B = {(2,1),(—7,3)}
EJE  EJE*
2)
/10
TB_(O —1)

3) Cambio de base:
re-marani= ()G DG Dm0 D)

>.-< ALGEBRA LINEAL I Grado en Tecnologia en la Ingenieria Civil. UDC.




Clasificacion de transformaciones ortogonales en el plano (l).

Objetivo: Demostrar que una transformacion ortogonal en el plano o es un giro o una simetria respecto a una recta.

Resultados previos: t: U — U es una transformacion ortogonaly A € R es autovalorde t > 4 = +1

t: U — U es ortogonal y diagonalizable = existe una base ortonormal de autovectores.
t: U — U es ortogonal y tiene todos los autovalores reales = es diagonalizable

Sea t: R? = R? una transformacion ortogonal del plano

Caso 1: Todos los autovalores son reales.
t es diagonalizable } (,11 0) A =+1 A, = +1
B j—

Existe una base ortonormal de autovectores B = {1, 1} 0 4 t(u) =tu, t(u,) =+u,
Caso 1.1 Caso 1.2 Caso 1.3
= _ (10 - o /1 0 P (-1 0
A = +1, A, = +1 TB_(O 1) A= +1,2, = -1 TB—(O _1) A =—-1,1, = -1 TB—( 0 _1)
s A t(ﬁl) = ﬁ)l s A t(l_il) = t_'il s A t(l_il) = —ﬁ)l
1'1'1 t(l_iz) — ﬁ)Z EJE 1'1'1 t(uZ) = _uZ f\ﬁl t(ﬁ)z) — —ﬁ)z
R R B | - SIMETRIA :E AW =
GIRO t@) | (M RespecTo | o) GIRO
DE 0° V RECTA Y DE 180
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Clasificacion de transformaciones ortogonales en el plano (ll).

Sea t: R> —» R? una transformacion ortogonal del plano

Caso 2: NO todos los autovalores son reales. t ortogonal a c\/a b 1 0 a’*+c*=1
B base ortonormal T — (a b) - Tﬁ 1d (b d) (c d) B (o 1) ab+cd =0
B c d B*B — bz + dZ =1
2 2 _ X,
o / ?('\y) a2+c2=1 = [(ac) = (cos(a), sin(e))
' Xin(a) .
x = cos(a) /o ( b2 +d* =1 = |(b,d) = (cos(B), sin(B))
y = sin(a) ab+cd=0 = cos(a)cos(B) + sin(a)sin(f) =0
a—p=—90° |
= cos(a—pB)=0 a—f =90°

Polinomio caracteristico.

a— A1 b
C d— 1
Autovalores = Raices del polinomio caracteristico iNO SON REALES!

det(T — A1d) = det )=22—(a+d)i+ad - bc

22— (a+d)A+ad—-bc=0 (a+d)?—4(ad —bc) <0 cos(a)sin(f) — cos(f)sin(a) > 0
2 _ » .
—(a+d)? + (@t &) —4ad = bo) (a+d)* < 4(ad — bc) sin(f—a) >0
A= > ad — bc >0 f—a>0 = |a—-—p<0
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Clasificacion de transformaciones ortogonales en el plano (lll).

Sea t: R> —» R? una transformacion ortogonal del plano

Caso 2: NO todos los autovalores son reales. t ortogonal a c\/a b 1 0 a’*+c*=1
B base ortonormal T — (a b) - Tﬁ 1d (b d) (c d) B (o 1) ab+cd =0
B c d B*B — bz + dZ =1
2, .2 _
o / ?('iy) a2+c2=1 = (ac) = (cos(a), sin(a))
' Xin(a) .
x = cos(a) /o ( b2+d* =1 = (b,d) = (cos(B), sin(B))
y = sin(a) ab+cd=0 = cos(a)cos(B) + sin(a)sin(f) =0
a—p=—90° |
= cos(a—p)=0 a—f =90°

a—F=-90° = [L=a+90°
(b,d) = (cos(p), sin(B)) = (cos(a + 90°), sin(a + 90"))¢in(—a)),cos(—a))

cos(A) = sin(90° — A)
(b,d) = (—sin(a),cos(a)) sin(4) = cos(90° — A)

Matriz de giro de angulo «

. (a b) . (cos(a) —sin(a))

c d sin(a) cos(a)

Tp
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Clasificacion de transformaciones ortogonales en el plano (IV).

Sea t: R? = R? una transformacion ortogonal del plano. Existe una base ortonormal B tal que

Autovalores: +1, +1 Autovalores: +1, —1 Autovalores: —1, —1 NO
+1 0 +1 0 -1 0 _ (COS(a) —sin(a))
= = = T — .
Tp ( 0 +1) Tg ( 0 —1) TBA ( 0 —1) B~ \sin(e) cos(a)
U2 Us U2 =
Y PP ] sl S — e R - t(‘_’:?) 'AV2 .
u1-’ \_E_.fl-i_.:— _____ tl_l____r—' - _f\lh’ t(V1)
' t (1) t(ﬁl)x
t(u>)
| | t(ﬁ2)
v’ T
GIRO de 0° SIMETRIA respecto RECTA GIRO de 180° GIRO de angulo

Como clasificar rapidamente una transformacion ortogonal en el plano.

Dato: T¢ | Usamos que: T¢ = McpTpM g DIRECTA GIRO de angulo a

det(Tg) = det(T;) a = tarccos(traza(T;)/2)
traza(Tg) = traza(T,) det(Tc) =+1/ f, _ {e, t(e)}  t(ey) =Tc(ey)
GIRO de angulo signo(a) = signo(|Mcp|)
det(T,) = cos?(a) + sin?(a) = +1 det?}";}"s‘:‘ _1 | SIMETRIA RESPECTO A UNA RECTA:
traza(Tg) = cos(a) + cos(a) = 2cos(a) L{u4}, u, autovector asociado a +1

Grado en Tecnologia en la Ingenieria Civil. UDC.
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Clasificacion de transformaciones ortogonales en el plano. Ejemplo (l).

det(T;) = det( 12 V32
V3 V3

a = xarccos(traza(T;)/2) = tarccos ((7

D = {e;,t(e)} €;=(1,0) t(e;) = <\/1§//22 ;;;;)(
D ={(1,0),(¥3/2,1/2)}
signo(a) = signo(|Mcpl)) = signo <(1) \/1§//ZZ> >0

+ 7)/2) = tarccos(V3/2) = £30°

Condiciones usuales: DIRECTA GIRO de angulo a
Producto escalar usual. Orientacion positiva: base candnica. a = tarccos(traza(T;)/2)
Dada una transformacion ortogonal t: R*> - R?de matriz asociada = ey tley)}  tley) =Tc(er)
) (@/2 1) signo(a) = signo(|Mcp|)
““\1/2 V32 de t'(”T"E)RSf _4  SIMETRIA RESPECTO A UNA RECTA:
Clasificarla e interpretarla geométricamente. ¢ L{1}, 1, autovector asociado a +1
V3/2 —-1/2

) = (\/§/2)2 +(1/2)> =+1 = GIROde éngulo a

t(€1)

1) _ (\/§/2)
0 1/2

GIRO de angulo +30°

P |
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Clasificacion de transformaciones ortogonales en el plano. Ejemplo (ll).

1 1 : . - -
1 5). Orientacion positiva: canonica.

Producto escalar: G = (

Dada una transformacién ortogonal t: R*> - R*de matriz asociada
_1 (T1 28

13\ 6 1
Clasificarla e interpretarla geométricamente.

T

DIRECTA GIRO de angulo a
a = tarccos(traza(T;.)/2)
det(T¢) = +1 . NN s
D = {e,, t(eq)} t(e;) =Tc(eq1)
signo(a) = signo(|M¢p|)
IVERSA . | SIMETRIA RESPECTO A UNA RECTA:
det(Tc) = -1 — oy — .
L{u}, 1, autovector asociado a +1

der(ro) = det (35 (T4 28)) = ggadee (g %)

Eje de simetria: L{1i,}, 1, autovector asociado a +1

1 1 _—
(Tc—Id) (;)=(8) > 1l ' 613 13813) (;):

132

0

1
=—.(-169) = -1 =

(0) N {—14x+ 28y =0

SIMETRIA RESPECTO A UNA RECTA

iDependientes!
6x—12y =0

x—2y=0
x =2y = (x,y) = (2,1) SIMETRIA RESPECTO A LA RECTA L{(2,1)}
y=1
~SZ. | ALGEBRA LINEALII Grado en Tecnologia en la Ingenieria Civil. UDC.
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