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TEMA II- Espacios vectoriales euclideos.

Capitulo 3. Transformaciones ortogonales.

Transformaciones ortogonales en el espacio.

Giros y simetrias.
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Construccion de un giro en el espacio.

Datos: ;) producto escalar y base de referencia By que da la orientacién positiva. A Semieje
b) Semieje de giro generador por 14, dangulo de giro a. B,
1) Construir una base ortogonal tomando como primer vector el semieje 1. i) u, L uq

B = ﬁ) ,l_i ,ﬁ) ey — — — —
1 { 172 3} ||)“3.L“1,“3.LU2

2) Comprobar la orientacion de la base B;comparando con la base de referencia B
) >0 jOrientacion positiva! O.K.
<0 jOrientacion negativa! Se corrige cambiando el signo del 2° o 3¢ vector.

det(Mg g,

3) Base ORTONORMAL B = {v,V,,V3} dividiendo cada vector de B por su horma Semicje
- U U, U3 A
171 = — ’UZ = — v3 = —
4|l llu || llusll B
4) En la base B la matriz de giro es: 0 0

cos(a) -—sin(a)
sin(a) cos(a),

Matriz de Giro en el plano L a u,

5) Hacemos un cambio de base. Tc =M pTgMg: = McgTgMc5
Si la base C de partida es ortonormal, M -pes una matriz de cambio de base entre

=5 - dos bases ortonormales, la inversa coincide con la traspuesta: Mgp = M%p.
———= | ALGEBRA LINEA Tipicamente esto ocurre si trabajamos con el producto escalar usual eria Civil. UDC.
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Ejemplo 1. En R3con el producto escalar usual y con la orientacién positiva dada por la base canénica, calcular la matriz de
giro de semieje generado por t; = (0,1,1) y dngulo a = 90°.

1) Calculamos una base ortogonal B; = {1, 1,,U3}.

1_"')2 = (x,y,z), ﬁ)Z 1 ﬁ>1 = (x;}’;Z) : (0; 1; 1) =0 = y+ z=20 = ﬁ)zz (0, 1,—1)
Uz LU > (x,y,2)-(0,1,1)=0 => y+z=0 o

iy = (0y,2) (a0 o (x., 2)@0,1,1) y > 3= (1,0,0)
Uz L u, = (x,y,2z):-(0,1,-1)=0 = y—z=0

2) Comprobamos la orientacidn de la base:

0 0 1 ORIENTACION Cambiamos el signo del segundo vector:
det(Mcp,) =det{1 1 0]=-2<0 NEGATIVA B, ={(0,1,1},(0,—1,1),(1,0,0)}
1 -1 0 ‘

3) Construimos una base ortonormal dividiendo los vectores por su norma:

(0,1,1) (0,-1,1) (1,0,0) 1 1 —
= —_— _ —_— —— — — 0
{u(o, 1, D110, —1, DI’ 0, mu} {KO'\/E’\/E>JK 7z fj (LO0)  Mos = i;ﬁ ijg D
4) La matriz de giro en la base B sabemos que es

1 0 0

Tp=|0 cos(90°) —sin(90%) Producto escalar usual = Base candnica C ortonormal -
0 sin(90%) cos(90%) Por construccidn = Base B ortonormal }:) Mcp =Mcg
5) Cambio de base
0 -1/V2 12
T;=MTg g =cuentas =|| 1/4/2 1/2 1/2
—-1/N2 172 1/2
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Ejemplo 2. En R3con el producto escalar dado por la matriz de Gram G, = 1

1 1
1 2 ) y con la orientacion positiva dada por
» 1 1
la base candnica, calcular la matriz de giro de semieje generado por u; = (1,0, — 1% y angulo a = 90°

1) Calculamos una base ortogonal B; = {1, 1, U3}.

u, = (x,y,2), u, Lu;, = |(x,y,2):-(1,0,-1)=0 = (x,y,2)G¢

r—kcr-n

) = z=0 = ﬁzz (1,0,0)

Uz Lty > (1y,2)-(1,0,—1)=0 3 [z=0
l_i3 = (x,y,z) 1 = ﬁ)3: (1,—1, 0)
[3)-¢
0

Uu; Lu, = (xy,z):-(1,0,00=0 = (x,¥,2)G X+y+z=0

2) Comprobamos la orientacion de la base:

1 1 1 .
det(Mcp.)=det|{ 0 0 —-1|=1>0 ORIENTACION NO modificamos la base.
1 LW POSTIVA

3) Construimos una base ortonormal dividiendo los vectores por su norma:

_{ (1,0,-1) (1,0,0) (1,-1,0) }
~ U@, 0, =D’ 11(1,0,0)[1" [I(1, -1, 0)]

1 1 1
||(1,0,—1)||=\/(1 0 —1)GC< 0>=1 |I(1,0,0)||=\/(1 0 O)GC<0>=1 ||(1,—1,0)||=\/(1 -1 O)GC<—1>=1
—1 0 0
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1 1 1
Ejemplo 2. En R3con el producto escalar dado por la matrizde Gram 6. = (1 2 1) y con la orientacidn positiva dada por
1 1

la base candnica, calcular la matriz de giro de semieje generado por u; = (1,0, —1% y angulo a = 90°

3) Construimos una base ortonormal dividiendo los vectores por su norma:

B _{ (1,0,-1) (1,0,0)0 (1,—-1,0)
I 0, =17 [1(1,0,0)[I" 111, —1, 0)]

4) La matriz de giro en la base B sabemos que es

}z {(1,0,-1),(1,00)(1-1,0) Mcp = ‘ o9

1 0 0 1 0 O
Ty =(0 cos(90°) —sin(90°) |= (0 0 _1)
0 sin(90°) cos(909) 0 1 0

5) Cambio de base

1 2 0
T, = MCBTBMEl% = cuentas = (—1 -1 —1>
1 0 0 1

Producto escalar NO usual = Base candnica C NO ortonormal

M -5 NO es una matriz de cambio de base entre bases ortonormales

La inversa de Mg NO coincide con su traspuesta.
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Construccion de una simetria respecto a un plano en el espacio.

Datos :
a) Producto escalar.

b) Plano de simetria: U = L{u{, u,}.

1) Construir una base B anadiendo a los generadores del plano un vector ortogonal a ellos.

B = {uy,u,, U3} us L i usz L u,

2) Calculamos la base B |a matriz de la simetria: . )
Plano de simetria.

0
0
-1

/
t(ﬁg):—ﬁ)g:O'ﬁ)l‘FO'ﬁz—l'ﬁg /
Recta ortogonal al plano

t(ﬁ1)=ﬁ)1=1'ﬁ>1+0'ﬁ)2+0'ﬁ)3 (
TB=

t(ﬁ2)=ﬁ2=01_i1+11_l)2+01_i3

IO =
-
Olm O

3) Hacemos un cambio de base. NO construimos B ortonormal

-1 t
T, =M TgMg, = MCBTBMEI% M -5 NO es una matriz de cambio entre bases ortonormales Mcp # Mcp
:,_-:’ .:-::; ALGEBRA LINEAL Il Grado en Tecnologia en la Ingenieria Civil. UDC.




Ejemplo 3. En R3con el producto escalar usual y con la orientacién positiva dada por la base canénica, calcular la matriz de
una simetria respecto al plano generador poru; = (1,1,0)y u, = (1,0,1)

1) Calculamos una base B = {1, u,, U3} afiadiendo el vector 13 ortogonal al plano.

y=—X

Z = —X

u; Lu, = (xy,2)-(1,1,0)=0 = x+y=0 Resolviendo:
> u3=(1,-1,-1)

uz L, = (x,y,2):(1,001)=0 = x+z=0

B={110)@00D,d-1-1)} FARE
PLANO de SIMETRIA RECTA Mcp=([1]/0||—-1
ORTOGONAL 0/l1) =1

2) La matriz de la simetria en la base B sabemos que es:

(

~_—— Plano de simetria.

0
0 Recta ortogonal al plano
—1

1/3 2/3 2/3
Tc = MTgM;L = cuentas =|| 2/3 1/3 -2/3
2/3 -2/3 1/3

TB=

IO =
Cl= O

3) Cambio de base
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Construccion de una simetria respecto a una recta en el espacio.

Observacion: Una simetria respecto a una recta es un giro de 180°

Datos :

a) Producto escalar.

b) EJE de simetria: U = L{u }.

1) Construir una base B afiadiendo DOS vectores ortogonales al eje 1,

— - — — — — —
B = {u4,u;, u3} u; Luy uz L uy

2) Calculamos la base B |la matriz de la simetria: : . ,
Eje de simetria.

t(ﬁ)l):ﬁ)lzlﬁ)l‘FOﬁz‘FOﬁ)g

t(u2)=—u2=0'u1—1-u2+0~u3 Tg= (0 —1 0
0 0 -1

t(ﬁ3)=—ﬁ3=0'ﬁ1+0'ﬁ>2—1’ﬁ3

Plano ortogonal al eje

3) Hacemos un cambio de base. NO construimos B ortonormal

1 !
Mg + Mg

Tc =M~ pTgMgc = MCBTBMEI% Mg NO es una matriz de cambio entre bases ortonormales
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Ejemplo 4. En R3con el producto escalar usual y con la orientacién positiva dada por la base canénica, calcular la matriz de
una simetria respecto a la recta generada por u; = (1,1, 0).

1) Calculamos una base B = {1, u,, U3} afiadiendo dos vectores 1i,, 13 ortogonal al eje U .
Paramétricas.

X=a
u=(x1y,2), u 1 u, = (x,y,2)-(1,1,00)=0 = x+y=0 = y=-x = {y=-a
Z=0D>b

B={(1,1,0))(31,—1,0)[(0,0,1)} M, = i 1 g
EJE.  pLANO ORTOGONAL v }
SIMETRIA . :

2) La matriz de la simetria en la base B sabemos que es:
~— Ejede simetria.

1, 0 0
TB=<O “1 0

Plano ortogonal al plano
0|0 -1 —

3) Cambio de base

01 0
Tc = M pTgM:s = cuentas=|[1 0 0
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