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TEMA II- Espacios vectoriales euclídeos.
Capítulo 3. Transformaciones ortogonales.

Transformaciones ortogonales en el espacio.
Giros y simetrías.
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Construcción de un giro en el espacio.
Datos : a) Producto escalar y base de referencia 𝑩𝑩𝟎𝟎 que da la orientación positiva.

b) Semieje de giro generador por 𝒖𝒖𝟏𝟏, ángulo de giro 𝜶𝜶. 𝑩𝑩𝟎𝟎

Semieje

1) Construir una base ortogonal tomando como primer vector el semieje 𝒖𝒖𝟏𝟏.
𝑩𝑩𝟏𝟏 = 𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟑𝟑

i) 𝒖𝒖𝟐𝟐 ⊥ 𝒖𝒖𝟏𝟏
ii) 𝒖𝒖𝟑𝟑 ⊥ 𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟑𝟑 ⊥ 𝒖𝒖𝟐𝟐

2) Comprobar la orientación de la base 𝑩𝑩𝟏𝟏comparando con la base de referencia 𝑩𝑩𝟎𝟎

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅(𝑴𝑴𝑩𝑩𝟎𝟎𝑩𝑩𝟏𝟏) >0 ¡Orientación positiva! O.K.
<0 ¡Orientación negativa! Se corrige cambiando  el signo del 2o o 3er vector.

3) Base ORTONORMAL 𝑩𝑩 = 𝒗𝒗𝟏𝟏,𝒗𝒗𝟐𝟐,𝒗𝒗𝟑𝟑 dividiendo cada vector de 𝑩𝑩𝟏𝟏 por su norma

𝒗𝒗𝟏𝟏 =
𝒖𝒖𝟏𝟏
𝒖𝒖𝟏𝟏

𝒗𝒗𝟐𝟐 =
𝒖𝒖𝟐𝟐
𝒖𝒖𝟐𝟐

𝒗𝒗𝟑𝟑 =
𝒖𝒖𝟑𝟑
𝒖𝒖𝟑𝟑

4) En la base 𝑩𝑩 la matriz de giro es:

𝑻𝑻𝑩𝑩 =
𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄(𝜶𝜶) −𝒄𝒄𝒔𝒔𝒔𝒔(𝜶𝜶)
𝟎𝟎 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝜶𝜶) 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄(𝜶𝜶)

5) Hacemos un cambio de base. 𝑻𝑻𝑪𝑪 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩𝑻𝑻𝑩𝑩𝑴𝑴𝑩𝑩𝑪𝑪 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩𝑻𝑻𝑩𝑩𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩
−𝟏𝟏

𝑩𝑩𝟎𝟎

Semieje

Matriz de Giro en el plano ⊥ a 𝒖𝒖𝟏𝟏

Si la base 𝑪𝑪 de partida es ortonormal, 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩es una matriz de cambio de base entre 
dos bases ortonormales, la inversa coincide con la traspuesta:    𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩

−𝟏𝟏 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩
𝒅𝒅 .

Típicamente esto ocurre si trabajamos con el producto escalar usual
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1) Calculamos una base ortogonal 𝑩𝑩𝟏𝟏 = 𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟑𝟑 .

2) Comprobamos la orientación de la base:
Cambiamos el signo del segundo vector:

𝑩𝑩𝟏𝟏 = { 𝟎𝟎,𝟏𝟏,𝟏𝟏 , 𝟎𝟎,−𝟏𝟏,𝟏𝟏 , 𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎 }

Ejemplo 1. En 𝑹𝑹𝟑𝟑con el producto escalar usual y con la orientación positiva dada por la base canónica, calcular la matriz de 
giro de semieje generado por 𝒖𝒖𝟏𝟏 = 𝟎𝟎,𝟏𝟏,𝟏𝟏 y ángulo 𝜶𝜶 = 𝟗𝟗𝟎𝟎𝒄𝒄.

𝒖𝒖𝟐𝟐 = 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 , 𝒖𝒖𝟐𝟐 ⊥ 𝒖𝒖𝟏𝟏 ⇒ 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 ⋅ 𝟎𝟎,𝟏𝟏,𝟏𝟏 = 𝟎𝟎 ⇒ 𝐲𝐲 + 𝐳𝐳 = 𝟎𝟎

⇒ 𝒖𝒖𝟑𝟑= 𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎𝒖𝒖𝟑𝟑 = 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 � 𝒖𝒖𝟑𝟑 ⊥ 𝒖𝒖𝟏𝟏
𝒖𝒖𝟑𝟑 ⊥ 𝒖𝒖𝟐𝟐

⇒ 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 ⋅ 𝟎𝟎,𝟏𝟏,𝟏𝟏 = 𝟎𝟎
⇒ 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 ⋅ 𝟎𝟎,𝟏𝟏,−𝟏𝟏 = 𝟎𝟎

⇒ 𝐲𝐲 + 𝐳𝐳 = 𝟎𝟎
⇒ 𝐲𝐲 − 𝐳𝐳 = 𝟎𝟎

�

⇒ 𝒖𝒖𝟐𝟐= 𝟎𝟎,𝟏𝟏,−𝟏𝟏

𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅(𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩𝟏𝟏) = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟏𝟏
𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟎𝟎
𝟏𝟏 −𝟏𝟏 𝟎𝟎

= −𝟐𝟐 < 𝟎𝟎
ORIENTACIÓN

NEGATIVA

3) Construimos una base ortonormal dividiendo los vectores por su norma:

𝑩𝑩 =
(𝟎𝟎,𝟏𝟏,𝟏𝟏)
𝟎𝟎,𝟏𝟏,𝟏𝟏

,
(𝟎𝟎,−𝟏𝟏,𝟏𝟏)
𝟎𝟎,−𝟏𝟏,𝟏𝟏

,
(𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎)
𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎

= 𝟎𝟎,
𝟏𝟏
𝟐𝟐

,
𝟏𝟏
𝟐𝟐

, 𝟎𝟎,
−𝟏𝟏
𝟐𝟐

,
𝟏𝟏
𝟐𝟐

, (𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝑻𝑻𝑩𝑩 =
𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬(𝟗𝟗𝟎𝟎𝒄𝒄) −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟗𝟗𝟎𝟎𝒄𝒄)
𝟎𝟎 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟗𝟗𝟎𝟎𝐜𝐜) 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬(𝟗𝟗𝟎𝟎𝒄𝒄)

=
𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 −𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟏𝟏 𝟎𝟎

4) La matriz de giro en la base 𝑩𝑩 sabemos que es

5) Cambio de base

𝑻𝑻𝑪𝑪 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩𝑻𝑻𝑩𝑩𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩
−𝟏𝟏 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩𝑻𝑻𝑩𝑩𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩

𝒅𝒅 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 =
𝟎𝟎 −𝟏𝟏/ 𝟐𝟐 𝟏𝟏/ 𝟐𝟐
𝟏𝟏/ 𝟐𝟐 𝟏𝟏/𝟐𝟐 𝟏𝟏/𝟐𝟐

−𝟏𝟏/ 𝟐𝟐 𝟏𝟏/𝟐𝟐 𝟏𝟏/𝟐𝟐

Producto escalar usual ⇒ Base canónica 𝑪𝑪 ortonormal
Por construcción           ⇒ Base 𝑩𝑩 ortonormal

𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩
−𝟏𝟏 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩

𝒅𝒅�⇒

𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩 =
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟏𝟏

𝟏𝟏/ 𝟐𝟐 −𝟏𝟏/ 𝟐𝟐 𝟎𝟎
𝟏𝟏/ 𝟐𝟐 𝟏𝟏/ 𝟐𝟐 𝟎𝟎
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Ejemplo 2. En 𝑹𝑹𝟑𝟑con el producto escalar dado por la matriz de Gram 𝑮𝑮𝑪𝑪 =
𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟏𝟏 𝟐𝟐 𝟏𝟏
𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟐𝟐

y con la orientación positiva dada por 

la base canónica, calcular la matriz de giro de semieje generado por 𝒖𝒖𝟏𝟏 = 𝟏𝟏,𝟎𝟎,−𝟏𝟏 y ángulo 𝜶𝜶 = 𝟗𝟗𝟎𝟎𝒄𝒄

1) Calculamos una base ortogonal 𝑩𝑩𝟏𝟏 = 𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟑𝟑 .

𝒖𝒖𝟐𝟐 = 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 , 𝒖𝒖𝟐𝟐 ⊥ 𝒖𝒖𝟏𝟏

𝒖𝒖𝟑𝟑 = 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛

⇒ 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 ⋅ 𝟏𝟏,𝟎𝟎,−𝟏𝟏 = 𝟎𝟎 ⇒ 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 𝑮𝑮𝑪𝑪
𝟏𝟏
𝟎𝟎

−𝟏𝟏
= 𝟎𝟎 ⇒ 𝐳𝐳 = 𝟎𝟎 ⇒ 𝒖𝒖𝟐𝟐= 𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎

�
𝒖𝒖𝟑𝟑 ⊥ 𝒖𝒖𝟏𝟏

𝒖𝒖𝟑𝟑 ⊥ 𝒖𝒖𝟐𝟐

⇒ 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 ⋅ 𝟏𝟏,𝟎𝟎,−𝟏𝟏 = 𝟎𝟎

⇒ 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 ⋅ 𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎 = 𝟎𝟎 ⇒ 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 𝑮𝑮𝑪𝑪
𝟏𝟏
𝟎𝟎
𝟎𝟎

= 𝟎𝟎

⇒ 𝐳𝐳 = 𝟎𝟎

⇒ 𝐱𝐱 + 𝐲𝐲 + 𝐳𝐳 = 𝟎𝟎

�⇒ 𝒖𝒖𝟑𝟑= 𝟏𝟏,−𝟏𝟏,𝟎𝟎

2) Comprobamos la orientación de la base:

𝐝𝐝𝐜𝐜𝐜𝐜(𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩𝟏𝟏) = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅
𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟎𝟎 −𝟏𝟏

−𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
= 𝟏𝟏 > 𝟎𝟎 ORIENTACIÓN

POSTIVA NO modificamos la base.

3) Construimos una base ortonormal dividiendo los vectores por su norma:

𝑩𝑩 =
(𝟏𝟏,𝟎𝟎,−𝟏𝟏)
𝟏𝟏,𝟎𝟎,−𝟏𝟏

,
(𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎)
𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎

,
(𝟏𝟏,−𝟏𝟏,𝟎𝟎)
𝟏𝟏,−𝟏𝟏,𝟎𝟎

= 𝟏𝟏,𝟎𝟎,−𝟏𝟏 , 𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎 , (𝟏𝟏,−𝟏𝟏,𝟎𝟎)

𝟏𝟏,𝟎𝟎,−𝟏𝟏 = 𝟏𝟏 𝟎𝟎 −𝟏𝟏 𝑮𝑮𝑪𝑪
𝟏𝟏
𝟎𝟎

−𝟏𝟏
= 𝟏𝟏 𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎 = 𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝑮𝑮𝑪𝑪

𝟏𝟏
𝟎𝟎
𝟎𝟎

= 𝟏𝟏 𝟏𝟏,−𝟏𝟏,𝟎𝟎 = 𝟏𝟏 −𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝑮𝑮𝑪𝑪
𝟏𝟏

−𝟏𝟏
𝟎𝟎

= 𝟏𝟏
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Ejemplo 2. En 𝑹𝑹𝟑𝟑con el producto escalar dado por la matriz de Gram 𝑮𝑮𝑪𝑪 =
𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟏𝟏 𝟐𝟐 𝟏𝟏
𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟐𝟐

y con la orientación positiva dada por 

la base canónica, calcular la matriz de giro de semieje generado por 𝒖𝒖𝟏𝟏 = 𝟏𝟏,𝟎𝟎,−𝟏𝟏 y ángulo 𝜶𝜶 = 𝟗𝟗𝟎𝟎𝒄𝒄

3) Construimos una base ortonormal dividiendo los vectores por su norma:

𝑩𝑩 =
(𝟏𝟏,𝟎𝟎,−𝟏𝟏)
𝟏𝟏,𝟎𝟎,−𝟏𝟏

,
(𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎)
𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎

,
(𝟏𝟏,−𝟏𝟏,𝟎𝟎)
𝟏𝟏,−𝟏𝟏,𝟎𝟎

= 𝟏𝟏,𝟎𝟎,−𝟏𝟏 , 𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎 , (𝟏𝟏,−𝟏𝟏,𝟎𝟎)

𝑻𝑻𝑩𝑩 =
𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬(𝟗𝟗𝟎𝟎𝒄𝒄) −𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟗𝟗𝟎𝟎𝒄𝒄)
𝟎𝟎 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟗𝟗𝟎𝟎𝐜𝐜) 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬(𝟗𝟗𝟎𝟎𝒄𝒄)

=
𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 −𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟏𝟏 𝟎𝟎

4) La matriz de giro en la base 𝑩𝑩 sabemos que es

𝑻𝑻𝑪𝑪 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩𝑻𝑻𝑩𝑩𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩
−𝟏𝟏 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 =

𝟏𝟏 𝟐𝟐 𝟎𝟎
−𝟏𝟏 −𝟏𝟏 −𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟏𝟏

5) Cambio de base

𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩 =
𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟎𝟎 −𝟏𝟏

−𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎

Producto escalar NO usual ⇒ Base canónica 𝑪𝑪 NO  ortonormal

𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩 NO es una matriz de cambio de base entre bases ortonormales

La inversa de 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩 NO coincide con su traspuesta.
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Construcción de una simetría respecto a un plano en el espacio.
Datos :

a) Producto escalar.

b) Plano de simetría: 𝑼𝑼 = 𝑳𝑳{𝒖𝒖𝟏𝟏,,𝒖𝒖𝟐𝟐}.

2) Calculamos la base 𝑩𝑩 la matriz de la simetría:

3) Hacemos un cambio de base.

𝑻𝑻𝑪𝑪 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩𝑻𝑻𝑩𝑩𝑴𝑴𝑩𝑩𝑪𝑪 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩𝑻𝑻𝑩𝑩𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩
−𝟏𝟏

1) Construir una base 𝑩𝑩 añadiendo a los generadores del plano un vector ortogonal a ellos.
𝑩𝑩 = 𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟑𝟑 𝒖𝒖𝟑𝟑 ⊥ 𝒖𝒖𝟏𝟏 𝒖𝒖𝟑𝟑 ⊥ 𝒖𝒖𝟐𝟐

𝒅𝒅 𝒖𝒖𝟏𝟏 = 𝒖𝒖𝟏𝟏 = 𝟏𝟏 � 𝒖𝒖𝟏𝟏 + 𝟎𝟎 � 𝒖𝒖𝟐𝟐 + 𝟎𝟎 � 𝒖𝒖𝟑𝟑

𝒅𝒅 𝒖𝒖𝟐𝟐 = 𝒖𝒖𝟐𝟐 = 𝟎𝟎 � 𝒖𝒖𝟏𝟏 + 𝟏𝟏 � 𝒖𝒖𝟐𝟐 + 𝟎𝟎 � 𝒖𝒖𝟑𝟑

𝒅𝒅 𝒖𝒖𝟑𝟑 = −𝒖𝒖𝟑𝟑= 𝟎𝟎 � 𝒖𝒖𝟏𝟏 + 𝟎𝟎 � 𝒖𝒖𝟐𝟐 − 𝟏𝟏 � 𝒖𝒖𝟑𝟑

𝑻𝑻𝑩𝑩=
𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟏𝟏 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 −𝟏𝟏

𝑼𝑼

𝒘𝒘

𝒅𝒅(𝒘𝒘)

Plano de simetría.

Recta ortogonal al plano

NO construimos 𝑩𝑩 ortonormal
𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩 NO es una matriz de cambio entre bases ortonormales 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩

−𝟏𝟏 ≠ 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩
𝒅𝒅



ÁLGEBRA LINEAL II Grado en Tecnología en la Ingeniería Civil. UDC.

1) Calculamos una base 𝑩𝑩 = 𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟑𝟑 añadiendo el vector 𝒖𝒖𝟑𝟑 ortogonal al plano.

Ejemplo 3. En 𝑹𝑹𝟑𝟑con el producto escalar usual y con la orientación positiva dada por la base canónica, calcular la matriz de
una simetría respecto al plano generador por 𝒖𝒖𝟏𝟏 = 𝟏𝟏,𝟏𝟏,𝟎𝟎 y 𝒖𝒖𝟐𝟐 = 𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟏𝟏

⇒ 𝒖𝒖𝟑𝟑= 𝟏𝟏,−𝟏𝟏,−𝟏𝟏𝒖𝒖𝟑𝟑 = 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 �
𝒖𝒖𝟑𝟑 ⊥ 𝒖𝒖𝟏𝟏

𝒖𝒖𝟑𝟑 ⊥ 𝒖𝒖𝟐𝟐

⇒ 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 ⋅ 𝟏𝟏,𝟏𝟏,𝟎𝟎 = 𝟎𝟎

⇒ 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 ⋅ 𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟏𝟏 = 𝟎𝟎

⇒ 𝐱𝐱 + 𝐲𝐲 = 𝟎𝟎

⇒ 𝐱𝐱 + 𝐳𝐳 = 𝟎𝟎

� 𝐲𝐲 = −𝐱𝐱
𝐳𝐳 = −𝐱𝐱

2) La matriz de la simetría en la base 𝑩𝑩 sabemos que es:

𝑻𝑻𝑩𝑩 =
𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟏𝟏 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 −𝟏𝟏

𝑩𝑩 = { 𝟏𝟏,𝟏𝟏,𝟎𝟎 , 𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟏𝟏 , 𝟏𝟏,−𝟏𝟏,−𝟏𝟏 }
PLANO de SIMETRÍA RECTA

ORTOGONAL
𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩 =

𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟏𝟏 𝟎𝟎 −𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟏𝟏 −𝟏𝟏

𝑻𝑻𝑪𝑪 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩𝑻𝑻𝑩𝑩𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩
−𝟏𝟏 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 =

𝟏𝟏/𝟑𝟑 𝟐𝟐/𝟑𝟑 𝟐𝟐/𝟑𝟑
𝟐𝟐/𝟑𝟑 𝟏𝟏/𝟑𝟑 −𝟐𝟐/𝟑𝟑
𝟐𝟐/𝟑𝟑 −𝟐𝟐/𝟑𝟑 𝟏𝟏/𝟑𝟑

3) Cambio de base

Plano de simetría.

Recta ortogonal al plano

Resolviendo:

𝐱𝐱 = 𝟏𝟏
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Construcción de una simetría respecto a una recta en el espacio.

Datos :
a) Producto escalar.

b) EJE de simetría: 𝑼𝑼 = 𝑳𝑳{𝒖𝒖𝟏𝟏,}.

1) Construir una base 𝑩𝑩 añadiendo DOS vectores ortogonales al eje 𝒖𝒖𝟏𝟏
𝑩𝑩 = 𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟑𝟑 𝒖𝒖𝟐𝟐 ⊥ 𝒖𝒖𝟏𝟏 𝒖𝒖𝟑𝟑 ⊥ 𝒖𝒖𝟏𝟏

2) Calculamos la base 𝑩𝑩 la matriz de la simetría:

3) Hacemos un cambio de base.

𝑻𝑻𝑪𝑪 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩𝑻𝑻𝑩𝑩𝑴𝑴𝑩𝑩𝑪𝑪 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩𝑻𝑻𝑩𝑩𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩
−𝟏𝟏

NO construimos 𝑩𝑩 ortonormal
𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩 NO es una matriz de cambio entre bases ortonormales 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩

−𝟏𝟏 ≠ 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩
𝒅𝒅

𝒅𝒅 𝒖𝒖𝟏𝟏 = 𝒖𝒖𝟏𝟏 = 𝟏𝟏 � 𝒖𝒖𝟏𝟏 + 𝟎𝟎 � 𝒖𝒖𝟐𝟐 + 𝟎𝟎 � 𝒖𝒖𝟑𝟑

𝒅𝒅 𝒖𝒖𝟐𝟐 = −𝒖𝒖𝟐𝟐= 𝟎𝟎 � 𝒖𝒖𝟏𝟏 − 𝟏𝟏 � 𝒖𝒖𝟐𝟐 + 𝟎𝟎 � 𝒖𝒖𝟑𝟑

𝒅𝒅 𝒖𝒖𝟑𝟑 = −𝒖𝒖𝟑𝟑= 𝟎𝟎 � 𝒖𝒖𝟏𝟏 + 𝟎𝟎 � 𝒖𝒖𝟐𝟐 − 𝟏𝟏 � 𝒖𝒖𝟑𝟑

𝑻𝑻𝑩𝑩=
𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 −𝟏𝟏 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 −𝟏𝟏

Eje de simetría.

Plano ortogonal al eje

Observación: Una simetría respecto a una recta es un giro de 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟎𝟎𝒄𝒄
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1) Calculamos una base 𝑩𝑩 = 𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟑𝟑 añadiendo dos vectores 𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒖𝒖𝟑𝟑 ortogonal al eje 𝒖𝒖𝟏𝟏 .

Ejemplo 4. En 𝑹𝑹𝟑𝟑con el producto escalar usual y con la orientación positiva dada por la base canónica, calcular la matriz de
una simetría respecto a la recta generada por 𝒖𝒖𝟏𝟏 = 𝟏𝟏,𝟏𝟏,𝟎𝟎 .

2) La matriz de la simetría en la base 𝑩𝑩 sabemos que es:

𝑻𝑻𝑩𝑩 =
𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 −𝟏𝟏 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 −𝟏𝟏

𝑩𝑩 = { 𝟏𝟏,𝟏𝟏,𝟎𝟎 , 𝟏𝟏,−𝟏𝟏,𝟎𝟎 , 𝟎𝟎,𝟎𝟎,𝟏𝟏 }
EJE

SIMETRÍA
PLANO ORTOGONAL

𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩 =
𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟎𝟎
𝟏𝟏 −𝟏𝟏 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟏𝟏 𝟏𝟏

𝑻𝑻𝑪𝑪 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩𝑻𝑻𝑩𝑩𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩
−𝟏𝟏 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 =

𝟎𝟎 𝟏𝟏 𝟎𝟎
𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 −𝟏𝟏

3) Cambio de base

Eje de simetría.

Plano ortogonal al plano

𝒖𝒖 = 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 , 𝒖𝒖 ⊥ 𝒖𝒖𝟏𝟏 ⇒ 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 ⋅ 𝟏𝟏,𝟏𝟏,𝟎𝟎 = 𝟎𝟎 ⇒ 𝐱𝐱 + 𝐲𝐲 = 𝟎𝟎 ⇒ 𝐲𝐲 = −𝐱𝐱 �
𝐱𝐱 = 𝐜𝐜
𝐲𝐲 = −𝐜𝐜
𝐳𝐳 = 𝒃𝒃

⇒

Paramétricas.
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