Algebra Lineal II

TEMA llI- Espacios afines.
Capitulo 1. E| espacio afin.

Transformaciones afines.

Luis Fuentes Garcia (2022).
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Transformaciones afines.

Espacio afin euclideo E
f(X) .

.. 10)
@

«

4

Espacio vectorial V

. / OX

@
C=f(C)

En el plano afin R? fijada una referencia:

34
F(3)=G0+ (e )6
AFIN VECTORIAL

En el espacio afin R3 fijada una referencia:
t

fE — E afin t:V — V lineal X X0 /a11 a, a13\ X
Una aplicacién f: E — E se llama transformacién afin si f <}’> = <}’0> + <a21 az2 a23> (J’)
existe un automorfismo!*) t:V — V cumpliendo: Z Z azy dazz 4aszz/ ‘\z
vP,QEE,  f(P)f(Q) = t(PQ) AFIN  VECTORIAL
Fijado O:
fOfX) = t(OX) = f(X) - f(0) = t(OX) f(C) = C C punto fijo o doble

> f(X) = £(0) + t(0X)

(*) automorfismo = Aplicacién lineal de V en V que es biyectiva.
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Tipos de transformaciones afines.

ISOMETRIAS. Son transformaciones afines que conservan la distancia.

GIROS. SIMETRIAS. TRASLACIONES.

B B’

HOMOTECIAS. Son transformaciones afines que “escalan” los objetos.

- Conservan angulos.

- NO necesariamente conservan distancias.
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Traslaciones.

E espacio afin euclideo asociado a espacio vectorial V. Expresidon matricial:
Datos: v € V vector de traslacion. x X a a X
en B, £ (3) = (o) + (ayy ) (5)
y Yo az1 Qz2/\y
A
VECTORIAL = Id
|

X X0 a1 Aq2 a3\ /x
EnR3, f (y) =|Yo |+ | Q21 Q22 az3 (y)
z Zy azq, AQz; Aaz3z/ ‘\z

Es una ISOMETRIA (conserva distancias)

Si ¥ # 0, NO tiene puntos fijos.

f(A)=A+v Ejemplo: En R?%, en las condiciones usuales, una
traslacion respecto al vector v = (2, —3).

Fijada una referencia en R?, si v = (v, v3):
fx,y) =(x,y) + (v1,v3) fxx,y) =(xy)+(2,-3)

Fijada una referencia en R3, si U = (v, V3, v3): f,y)=(x+2,y-3)
f(x,y,2z) = (x,y,2) + (v1,V,,V3)
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Homotecias.

E espacio afin euclideo asociado a espacio vectorial V.
Datos: C € E centro de la homotecia.
k € R, k # 0,1 razén de la homotecia.

f(P)=C+ kCP

f(P)=C+ k(P —C)

Fijada una referencia en R?, si C = (xq, ¥o ):
fx,y) = (x0,¥0) + k((x, ) — (x0,¥0))

Fijada una referencia en R3, si C = (x,, Vo, Zo):

Expresion matricial:

f(P)=C+k(P-0C)

en B, £(5) = (o) *+ (e ) )

VECTORIAL=k -Id

X X0 a1 Aq2 aq13\ /x
En R3, f(y) =|Yo|+| a1 @azz az3 (y)
z Zy azq1 Q3 Aaz3z/ ‘\z

Multiplica longitudes por | k].

Multiplica dreas por |k|?.

Multiplica volimenes por | k|3. C

Si k # 1, el Unico punto fijo es el centro C.

Prueba:

f(X,J’, Z) — (x(), yO;Z()) + k((x, Y, Z) - (xO'yOJZO))

fP)=P = C+kP-0)=P >

(r~LP = (~1)C = P=C

k—1+0
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Homotecias. Ejemplo.

Ejemplo: En R? con las condiciones usuales dar las ecuaciones de la homotecia de centro (1,2) y razén 2. Aplicar la
homoteciaalarectar=x+y—-1=0.

fX) =C+k(X-0)
e | VN T

fe,y)=(1,2)+2((x,y) — (1,2))

/\I fx,y)=(2x—1,2y—-2) |

La homotecia lleva la recta r en una paralela r':

4 s | . PP
rE{x+y 1—0}

r’ paralelaar

W

P=(1,0)

P=(xy€er=x+y—-1=0
=

y=0 = x=1-0

=f1,0=2:1-1,2-0-2)=(1,-2)

PP=(1,-2)€r  1-2+c=0 > |e=1| = |[r=x+y+1=0]

r=x+y+c=0
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Isometrias.

E espacio afin euclideo asociado a espacio vectorial V.

Definicidn. Una isometria es una transformacion afin que
conserva las distancias.

En el plano R?

En el espacio R3

Ejemplo: Simetria R3 en respecto a un plano.

Observacion: Toda t. afin se escribe de la forma:

f(X) = £(0) + t(0X)
= {Giros

Traslacion Aplicacion lineal = T- ortogonal § _. ,
Simetrias

f conserva distancias = t conserva normas

Teorema: Una isometria es composicion de giros, simetrias
y/o traslaciones.

Traslaciones

Traslaciones

Eje de giro

-_————

-
Y

Simetria respecto plano
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Construccion de una isometria: giros y simetrias.

Pasos para construir una isometria.

1) Se elige un punto P fijo de la transformacion.

Giro en R?

Giro en R3

.-—-H-PD..__(-

2)

f(X) =Py +t(X—Py)

Transformacion Ortogonal

en 8% £ (3) = (50) + 7e (3~ 30)
/

Matriz de Transformacion Ortogonal
\ X — Xo

X X0
En R3,f<y> = ()’0) + T, ()’ — J’o)
Z Zy Z— 7
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Isometrias. Ejemplo I.

Ejemplo: En R? con las condiciones usuales dar las ecuaciones de un giro de centro (1,2) y angulo 45°.

1 o 1()=Go) e =5
b (x0, ¥o) = punto fijo del giro
1 >
i )=o)

\§f()() ]
PITTS 4 g
i P Matriz de Giro de angulo 45°.

o Producto escalar usual
) Condiciones usuales ! geferencia canénica
Orientacidn positiva: base candnica

__ (cos(a) —sin(a)

_ (cos(45%) —sin(45°)\ _(V2/2 —2/2
Te= (sin(a) cos(a)) B ( ) - ( >

sin(45°) cos(45°) V272 2/2

V2/2 —V2/2\ (x[1
=0+ (2 226
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Isometrias. Ejemplo Il.

Eiemplo: En R3 con las condiciones usuales dar las ecuaciones de una simetria respecto al planox+y+z—1 = 0.

X X0 X — X ]
Fly)=(vo|+T:(y=v0] | (x0 0 20) = punto fijo = Cudlauieradel -
plano de simetria

Z Z / Z— 7,

T - = Matriz simetria respecto a la direccion del plano

i|“/2'/3"
.~ Impli ramétricas: =
. plictas a parametricas x=1—-a—-B Py =1(1,0,0)

el ﬁ%"
_ X+y+z—-1=0>x=1-y-z > {y=a u=(-1,1,0)
z=Pp v =(-1,0,1)

i
i

B L{u, v} plano de simetria
1 B B — » ¥ ) )— —
) Base v, wi {w ortogonal al plano= n=(1,1,1)

v w
-1 1
0 1)
1 1
L 2 9 x(111—2—2x—1
3)TC=MCBTBME};='“=%<—2 1 —2) f(;’): 8>+§<_§ ; _21 y_g
-2 -2 1 R 2
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