Algebra Lineal II. Curso 2020-2021. Transformaciones ortogonales. Practica voluntaria.

Consideramos el espacio vectorial euclideo IR? con el producto escalar usual y la orientacién positiva dada por
la base canénica.
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Sea t la transformacién ortogonal que lleva el cubo de la figura (1) en el cubo de la figura (2), de manera que
los vértices A, B,C, D, E, F,G, H se transforman respectivamente en los vértices A’, B',C', D', E', F' G', H'.

Las coordenadas de los vértices del primer cubo se pueden obtener facilmente a partir del dibujo. Se tiene

que F' = (0,0,v/2), D' = (0,~1,0) y E' = (v2/2,0,v/2/2).

Responder detallada y razonadamente a las siguientes cuestiones:

1. Dar la matriz asociada a t en la base canonica.
La transformacién tiene ene que llevar los puntos A, D, E, Fen A’, D', E’', F', y por tanto los vectores zﬁ fTE AP
respectivamente en A D' A'E' AF.

Del la figura inicial es inmediato que D = (0,1,0), E = ( 0,1) y F = (1,0,1). Por tanto la transformacién
debe de llevar la base B = {AD, AE, AF} = {(0,1,0), (0,0,1), (1,0,1)} en {(0, —1,0), (+/2/2,0,v2/2), (0,0, v/2)}.
Es decir:

t(0,1,0) = (0,-1,0)

(
t(0,0,1) = (ﬁ/z 0,v2/2)
t(1,0,1) = (0,0,v2)

Deducimos que la matriz asociada respecto de la base B en el espacio de partida y la candnica en la de

llegada es:
0 v2/2 0
Tcs = (—1 0 0 > .
0 V2/2 V2

Finalmente cambiamos la matriz a la base candnica:

0 Vv2/2 0 00 1\ "' —V2/2 0 \f/z
TC:TCC:TCBMC}B:<—1 0 0)(1 0 0) :( 0 -1 >
0 Vv2/2 V2 11 Vv2/2 0 f/z

2. Comprobar que t es una transformacion ortogonal.
Dado que estamos trabajando con el producto escalar usual, la base candnica es ortonormal. Por tanto la
condicién para que t sea ortogonal es que T'T = Id. Efectivamente:

—V2/2 0 V2/2\"'/—V2/2 0 V2/2 —/2/2 0 V2/2 —V/2/2 0 V2/2 100
0 ~1 0 ~1 = 0 ~1 0 —1 =(0 1 0].
(e (o)l ) U 2 )G )

3. Clasificar y describir geométricamente la transformacion ortogonal t. ;FEs directa o inversa?sQué inter-
pretacion tiene?.
Para clasificarla analizamos primero el determinante de la matriz asociada:
- Si det(Tc) =1 es un giro.
- Si det(T¢) = —1 es un giro compuesto con una simetria respecto al plano perpendicular al eje de giro.

En este caso vemos que det(Tc) = 1 y por tanto se trata de un giro.
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Para calcular el angulo « de giro usamos que:

traza(Tc) — 1
2

o = *arcos < ) = tarcos (_12_ 1) = tarcos(—1) = £m.
Dado que el giro es de 180° el signo del dngulo es indiferente.

El semieje de giro estd generado por el autovector asociado al 1:

x 0 —V2/2—-1 0 /22
(Tc—l-Id)<y>_<0> = ( 0 —2 0 )
z 0 V2/2 0 v2/2-1

Se obtiene el sistema:
(—v2/2 =Dz ++2/22 =0
—2y=0
V2/2z 4+ (V2/2 - 1)z =0
Simplificando queda:
z+(1-v2)z2=0
y=0

y resolviendo obtenemos una parametrizacién de la solucién:
x:(\/ifl)k, y =0, z=A

de donde el semieje de giro es £{(v/2 —1,0,1)}.
Resumiendo:
- Se trata de un giro de 180° respecto al semieje £{(v/2 —1,0,1)},
- O equivalentemente, una simetria repecto a la recta £{(v/2 —1,0,1)}.
Al ser un giro se trata de una transformacién directa. Esto significa que conserva la orientacién; de manera
mas coloquial es una movimiento que puede hacerse en la realidad sin hacer intervenir una reflexién en un
espejo.
4. Calcular las coordenadas de todos los vértices del cubo de la figura (2).

Basta aplicar la transformacién a los vértices del cubo original. D', E’, F’ estdn dados en el enunciado.
Calculamos los restantes:

0 —V2/2 0 V2/2 0 0

1 VA0 B N Y
B=(1,0,00 — B =t(B) — B =Tc|O0 _< 0 -1 0 ><o>_< 0

SRR A I G (AT
Co (L0 o C—dC) - c<)< o 1 %o )()( 4 )

VB 6 VAR R Y
G=(1,1,1) —» G =tG) — G/—TC<1>—( 0 -1 0 )(1)—(1

1 V2/2 0 V2/2 1 V2

0 2/2 0 V2/2 0 V2/2
H=(0,1,1) — H =tH) — H=Tc|1]|= 0 -1 0 1= -1
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