Algebra Lineal II. Curso 2018-2019. Solucién a la practica voluntaria.http://caminos.udc.es/info/asignaturas/grado_tecic/101/AL2/examenes.html

Consideramos el espacio R® dotado del producto escalar usual y con la base
candnica determinando la orientacion positiva.

Las siguientes figuras corresponden a dados cubicos de dos unidades de arista y
centrados en el origen de coordenadas. Como es usual en la construccion de los dados
las caras opuestas suman siete.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

1. Hallar (si existen) las matrices A1, Aa, Az respecto de la base candnica de tres
transformaciones ortogonales que lleven respectivamente la figura 1 en la figura
2, la figura 2 en la figura 3 y la figura 3 en la figura 1.

Denotamos a los dados de las tres figuras respectivamente por P, @, R. Deno-
taremos a su vez para cada uno de ellos por p;, ¢i, r; los vectores que unen el
centro del cubo con la cara con ¢ puntos. Asi:

pl:(05071)7p2:(15070)7p :( ) 50
pba = (07 _170)7 D5 = (_17070

q = (O’ 7130)7 q2 = (0707 1)5 q3 = (7170a0)
q4 = (1,0,0), g5 = (0,0, 1), g6 = (

=
—
=)}
=

r = (7 )
T4 = (0701 _1)7 Ts = (07 _170)7 Te = (

Usaremos que una aplicacién lineal queda inequivocamente determinada si cono-
cemos la imagen de los vectores de una base.

La transformacién f; de la figura 1 en la figura 2 lleva los vectores p; respecti-
vamente en los g;. En particular:

fl(pQ) = q2 <~ f(17070) = (0707 1)
fl(p3) =4qs3 — f(oa 170) = (_130v0)
filbr)=a <= [f(0,0,1) =(0,-1,0)

Por tanto la matriz asociada en la base candnica es:

0 -1 0
Air=1(0 0 -1
1 0 0

La transformacién f2 de la figura 2 en la figura 3 lleva los vectores ¢; respecti-
vamente en los ;. En particular:

fa(qa) =ra <= f(1,0,0) = (0,0,—1)
fo(ge) =16 <= f(0,1,0) = (1,0,0)
fol@x) =r2 <= f(0,0,1) =(0,1,0)

Por tanto la matriz asociada en la base candnica es:

010
Ap = 0 01
-1 0 0

La transformacién f3 de la figura 3 en la figura 1 lleva los vectores r; respecti-
vamente en los p;. En particular:

f3(T6) = D6 — f(1707 0) = (0707 _1)
fa(r2) =p2 < f(0,1,0) = (1,0,0)
fa(rs) =ps <= f(0,0,1) =(0,1,0)

Por tanto la matriz asociada en la base candnica es:

01 0
Az = 0 0 1].
-1 0 O

Esta tltima también podria haberse obtenido componiendo la inversa de la
transformacién que va de la figura 2 a la 3 con la inversa de la que va de la 3 a
la 1.

. Clasificar las transformaciones ortogonales del apartado anterior detallando

toda la informacion geométrica relevante de cada una de ellas.

Para cada una de ellas calculamos su determinante. Si es 1 serd un giro. Si es
—1 serd un giro compuesta con una simetria respecto al plano perpendicular al
eje de giro.

Transformacioén de la figura 1 en 2.

0 -1 0
det(Ar) = det (0 0 —1) = 1. Se trata de un giro.
1 0 0

Calculamos el semieje de giro como la semirecta generada por un autovector
asociado al 1:

T 0
(Al—Id)<y> = (O) — —z2-y=0, —y—2=0<«= z—2=0.
z 0
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Tomamos como generador del semieje u1 = (1,—1,1).

Si a1 es el angulo de giro se tiene que:

1 2
1+ 2cos(a1) = traza(As) =0 <= cos(a) = -5 &= a= ig
Para saber el signo del giro tomamos una base formada por el semieje (1, —1,1),
un vector arbitario independiente del primero (1,0, 0) y ese mismo vector girado
A1(1,0,0)". El signo de giro coincide con la orientacién de tal base:

110
B={(1,-1,1),(1,0,0),(0,0,1)},  det(Mcp)=det| —1 0 0| =1.
101

Se trata de un giro de angulo 27/3 respecto del semieje generado por
(1,-1,1).
Transformaciéon de la figura 2 en 3.

0 10
det(Az) = det 0 0 1) = —1. Se trata de un giro compuesta con una
-1 0 0

simetria respecto al plano perpendicular al eje de giro.

Calculamos el semieje de giro como la semirecta generada por un autovector
asociado al —1:

T 0
(Ae+Id) [y |=10)] < 24+y=0, y+2z2=0 < —x+2=0.
z 0

Tomamos como generador del semieje ug = (1,—1,1).
Si a2 es el angulo de giro se tiene que:
™

—1+42cos(az) = traza(A1) =0 <= cos(a1) =1/2 <= a1 = i3

Para saber el signo del giro tomamos una base formada por el semieje (1, —1,1),
un vector arbitario indpendiente del primero (1,0,0) y ese mismo vector girado
A2(1,0,0)". El signo de giro coincide con la orientacién de tal base:

01 0
B={(1,-1,1),(1,0,0),(0,0,—1)},  det(Mcg)=det| -1 0 0 |=—1.
1 0 —1

Finalmente el plano de simetria es perpendicular al semieje de giro:
{(z,y,2) € R¥|(z,y,2) - (1,-1,1) = 0} = {(z,9,2) € R?|z —y + z = 0}.

Se trata de una simetria respecto al plano z —y+ 2z = 0 compuesto con
un giro de angulo —7/3 respecto del semieje generado por (1,—1,1).

Transformaciéon de la figura 3 en 3.

Es la misma que la transformacién de la 2 a la 3.

3. sPueden las tres figuras corresponder a distintas vistas de un mismo dado? Ra-

zona la respuesta. En caso negativo indica que pares de figuras si corresponden
a un mismo objeto.

Existen dos tipos de transformaciones ortogonales: directas e inversas. Las
primeras conservan la orientacién y por tanto corresponden a movimientos reales
de un sélido; las segundas invierten la orientacién y por tanto NO corresponden
a movimientos reales de un objeto (salvo que se refleje en un espejo). Hay
que tener en cuenta que el cambio de orientacién supondria que al relizar la
transformacién sobre un reloj éste giraria después en el sentido opuesto al que
lo hacia al principio.

Las transformaciones directas son las que tienen determinante 1 y las inversas
—1. En nuestro caso las transformaciones de la figura 2 ala 3 y la 3 a la 1 son
inversas. Por tanto los dados 1 y 2 son diferentes al dado 3.

Por el contrario la transformacién del dado 1 al 2 es directa y asi corresponden
a distintas vistas de un mismo dado.

. Al primer dado se le aplica una transformacion ortogonal cuya matriz aso-

ciada en la base candnica cumple |Fc| = —1, traza(Fc) = 0 y tiene al vector
(1,1, —1) por autovector asociado al —1. sEstd inequivocamente determinada
la transformacion?. Dibujar la nueva posicidn (o posibles posiciones si hubiese
varias) del dado.

Con los datos dados podemos clasificar la transformacién que se le aplica.
Dado que |Fc| = —1 se trata de un giro compuesto con una simetria respecto
del plano perpendicular al eje de giro.

El semieje de giro corresponde a un autovector asociado al —1, es decir, estd
generado por (1,1,—1).

Para hallar el dngulo o usamos que:

0 = traza(Fc) = —1 + 2cos(a)

de donde: )
cos(a) = 5 = o= +arcos(1/2) = £n/3.

Con los datos dados no tenemos informacién para saber el sentido del giro, por
tanto la transformacién no estd inequivocamente determinanda.

En cualquier caso sabemos que se trata de un giro de semieje generado por
(1,1,—1) y dngulo £7/3 compuesto con una simetria respecto al plano perpen-
dicular al semieje. Con esos datos y barajando las dos opciones para el signo del
dngulo podemos hallar las dos posibles matrices asociadas a la transformacién.
Para ello construimos primero una base ortogonal con el primer vector el semieje
ur = (1,—1,1). Un vector (z,y, z) perpendicular a él cumple:

(z,9,2)-(1,1,-1)=0 <= z+y—2=0

Tomamos por ejemplo uz = (1,—1,0). Un tercer vector perpendicular a ambos
cumple:
(z,9,2)-(1,1,-1)=0 <= z+y—2=0
(x,9,2)-(1,-1,0) =0 <= 22—y =0
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Tomamos por ejemplo uz = (1,1,2).
Verificamos la orientacién de la base (1,1,—1), (1, —1,0), (1,1, 2) comprobando
el signo del determinante de la matriz de cambio de base a la base candnica:

1 11
|Mcp|=|-1 0 2|=-6<0
1 -1 1

Cambiamos de signo el segundo vector: (1,1,-1),(—1,1,0),(1,1,2)
Normalizamos la base dividiendo cada vector por su norma y queda:

B ={(1/v3,1/V3,-1/V3),(=1/v2,1/v/2,0), (1/v6,1/v6,2/V6)}

En esa base la matriz asociada a la transformacién es:

-1 0 0
Tp = < 0 cos(£m/3) —sin(:l:ﬂ/B)) .
0 sin(£w/3) cos(+m/3)

Finalmente hacemos el cambio de base a la candnica:
Tc = McpTpMoy = McpTpMep
donde la inversa de la matriz de cambio de base coincide con la traspuesta por

ser la matriz de cambio de base entre bases ortonormales.
Operando y dependiendo del signo del dngulo obtenemos dos posibles matrices:

0 0 1
T1:<1 0 0>

01 0

0 -1 0
T2:<0 0 1).

1 0 0

Para dibujar como queda el dado observamos que las columnas de las matrices
asocidas indican las imagenes de los vectores de la base candnica.

En el primer dado vimos que p2 = (1,0,0), ps = (0,1,0) y p1 = (0,0,1). Al
aplicar la matriz T1 los vectores se transforman respectivamente en (0, —1,0),
(0,0,1), (1,0,0). Eso nos indica en que posicién han quedado las caras 2, 3,1 al
aplicar la transformacién (y sus opuestas). El dado queda:

y andlogamente para el segundo las caras 2,3,1 quedan en las posiciones
(0,0,1),(-1,0,0),(0,1,0) respectivamente. Por tanto el dado queda:




