Tema IV. Capitulo 1. Cénicas.

Part IV

Conicas y Cuadricas.

1. Coénicas.

En todo este capitulo trabajaremos en el plano afin euclideo F> con respecto a una
referencia rectangular {O; e, es}. Denotaremos por (z,y) las coordenadas respecto a esta
referencia y por (z,y,t) las coordenadas homogéneas.

1 Definicién y ecuaciones.

Definiciéon 1.1 Una cénica es una curva plana determinada, en coordenadas, por una
ecuacion de sequndo grado.

De esta forma la ecuacién general de una cénica sera:

a2 + a22y2 + 2a102y + 2a13% + 2a23y + azz3 =0

con (a1, a2, ai2) # (0,0,0) (para garantizar que la ecuacién es de segundo grado).

Otras expresiones equivalentes de la ecuacién de una cénica son:

1. En funcién de la matriz A asociada a la cénica (toda matriz simétrica determina
una cénica):

x ailr a2 a3
(x y 1)Aly | =0, conA=| a2 axp ay
1 a3 azz ass

2. En funcién de la matriz T de términos cuadraticos:

(z y)T<§>+2(a13 a23)(§)+a33=07 COHTZ<CL11 an)#Q-

a2 Q22

3. En coordenadas homogéneas:

T ailr  G12 Q13
(z y t)Aly ] =0, conA=| a2 axn a3
t a3 a3z as3

De la dltima ecuacién deducimos que, en coordenadas homogénas, los puntos de la
cénica son los vectores autoconjugados de la forma cuadritica que determina la matriz
asociada A.

Definicion 1.2 Diremos que una conica es degenerada cuando estd formada por dos
rectas (iguales o distintas, reales o imaginarias).

Veremos mas adelante que una cénica es degenerada cuando su matriz asociada
A tiene determinante nulo.
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2 Interseccion de una recta y una conica.

Consideramos una cénica dada por una matriz simétrica A. Sean P = (p) y @ = (q) dos
puntos cualesquiera. Calculemos en coordenadas homogéneas la interseccion de la recta
que los une y la cénica:

recta PQ
cOnica,

() = a(p) + B(q)-
(z)!A(z) = 0.

Sustituyendo la primera ecuacion en la segunda queda:
(e(p) + B(@) Ala(p) + B(q)) =0 <= a*(p)'A(p) + 2a5(p)" A(g) + 5*(q)" A(g) = 0.

- Si (p)tA(p) = (p)tA(q) = (¢)'A(q) = 0 la ecuacién se cumple para cualquier par
(c, B) luego la recta estd contenida en la cénica.

- En otro caso, obtenemos una ecuacién de segundo grado de discriminante:

Hay tres posibilidades:
1. A > 0: Recta secante. Hay dos soluciones reales distintas, luego la recta corta a
la cénica en dos puntos distintos.

2. A =0: Recta tangente. Hay una solucién doble, luego la recta corta a la cénica
en un punto doble.

3. A < 0: Recta exterior. No hay soluciones reales. La recta no corta a la cénica.
Podemos aplicar esto a dos situaciones:

1. Recta tangente a la cénica en un punto P de la misma. Si P estd en la
cénica entonces (p)tA(p) = 0. Por tanto la recta tangente tendra por ecuacién:

(p)'A(x) =0

2. Rectas tangentes a la cénica desde un punto P exterior. Si P es un punto
exterior a la cénica, las rectas tangentes a la misma se obtendran mediante la
ecuacion:

[(p)* A(2)]? = [(p)* Ap)][(2)" A(2)] = 0

teniendo en cuenta que dicha ecuacion se descompondrd como producto de dos
ecuaciones lineales.

En la siguiente seccién veremos como la polaridad nos proporcionard otro método
para calcular estas rectas.
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3 Polaridad.

Trabajamos con una cénica de matriz asociada A.

Definicién 3.1 Dado un punto P de coordenadas homogéneas (p',p?,p®) y una cénica
determinada por una matriz A, se llama recta polar de P respecto a la cénica y se
denota por rp, a la recta de ecuacion:

i
(p' p* PA|y | =0
¢

P se dice el polo de la recta.

Observacion 3.2 Los conceptos de polo y recta polar son duales. Supongamos que la
conica definida por A es no degenerada. Dados un polo P y su recta polar r, la famila
de rectas pasando por P se corresponde con las rectas polares de los puntos de
rp. Para comprobar esto simplemente tenemos en cuenta lo siguiente. Sean (p) las coor-
denadas de P. Si B y C' son dos puntos de rp, con coordenadas (b) y (¢) respectivamente,

se tiene que:
(p)tA(b) =0 = P € recta polar de B

(p)!A(c)=0 = P € recta polar de C

Por tanto el haz de rectas que pasa por P serd:

— a(b)'A(z) + B(c)'A(z) =0 <

< (a(b) +8(c)!A(x) =0 <

<= rectas polares de los puntos a(b) + f(c) —
<= rectas polares de los puntos de rp

rectas pasando por P

Veamos la interpretacién geométrica de la recta polar. Sea C la cénica (no degenerada)
definida por A, P el polo y 7p la correspondiente recta polar:

1. Si P no estd en la conica y la recta polar interseca a la conica, entonces los puntos
de interseccion de la recta polar y la conica son los puntos de tangencia de las rectas
tangentes a la cénica pasando por P.

Prueba: Sea X € C'Nr,. Entonces se verifican las ecuaciones:

XelC <=
Xer, < (pA)=
recta uniendo X y P <= «a(p) + f(z) =0

Veamos que la recta que une P y X es tangente a C'. Intersecamos dicha recta con
la cénica y obtenemos:

a®(p)'Alp) +2a8(p)' A(z) + (2) A(z) =0 = a®(p)'A(p) =0
es decir hay una tnica solucién y por tanto la recta PX es tangente a la conica en

X.

Observacion: Como consecuencia de esto, para calcular las tangentes a una
conica desde un punto exterior P, basta calcular la recta polar de P e in-

tersecarla con la cénica. Las rectas pedidas son las que unen estos puntos con
P.
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2. Si P esta en la conica, entonces la recta polar es la recta tangente a la cénica
en el punto P.

Prueba: Es un caso particular de la situacién anterior.
3. 51 P no estd en la conica y la recta polar no interseca a la conica, entonces la recta
polar rp se obtiene de la siguiente forma: se toma una recta pasando por P y se

interseca con la conica. Las correspondientes tangentes a la conica por esos puntos
se intersecan en un punto de la recta polar ).

Prueba: Es consecuencia de las observaciones anteriores.

4 Puntos y rectas notables asociados a una cé-
nica.

En lo que sigue trabajaremos sobre una cénica cuya matriz asociada respecto a un deter-
minado sistema de referencia es A.

4.1 Puntos singulares.

Definicion 4.1 Un punto singular de una curva es un punto de no diferenciabilidad
de la misma.

Fquivalentemente, un punto singular de una curva es un punto con mds de una
direccion de tangencia.

FEquivalentemente, si toda recta pasando por un punto P de una curva corta a la curva
con multiplicidad > 1 en P, entonces P es un punto singular.

Veamos cuando aparecen puntos singulares en una cénica. Sea P = (p) un punto de
la conica. Tomamos una recta cualquiera pasando por P. Para ello elegimos un punto
cualquiera @ = (¢) que no esté en la conica y lo unimos con P. Su ecuacién en coordenadas
homogéneas es:

() = a(p) + B(a)
Si intersecamos con la cénica, nos queda la ecuacién:

208(p)" Alq) + B*(q)'A(g) = 0

El punto P es singular si la tinica solucién de esta ecuacion es 8 = 0 con multiplicidad 2,
para cualquier punto (q), es decir si:

(p)!A(q)" = 0 para cualquier (q).

Esto se cumple cuando:
(p)fA=0 < A(p)=0

Concluimos lo siguiente:
Teorema 4.2 Una conica dada por una matriz A tiene puntos singulares si y sélo si

det(A) = 0. En ese caso la conica se dice degenerada y los puntos singulares (afines)
son los que verifican la ecuacion:
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4.2 Centro.

Definicion 4.3 El centro de una coénica es un punto afin centro de simetria de la
misma.

Llamemos (a, b, 1) a las coordenadas homogéneas del centro. Veamos como calcularlo:

- Consideramos la ecuacién de una recta que pasa por el centro y tiene un determinado
vector director (p, q):
(z,y,t) = (a,b,1) + A(p, q,0).

- Sustituimos en la ecuacién de la conica y obtenemos:

p p a
(p g 0)A[q|XN+2(a b 1)A|lqg|A+(a b 1)A|[b]| =0
0 0 1

- Para que (a,b,1) sea centro las soluciones de A han de ser valores opuestos para
cualquier direccion (p,q) # (0,0). Esto significa que:

p
(a b 1)A|[ q | =0 para cualquier (p,q) # (0,0).
0

- Deducimos que la ecuacion del centro es:
(a b 1)A=(0,0,h)

0 equivalentamente:

a 0
b|]A=1|0
1 h

4.3 Direcciones asintoticas y asintotas.

Definicion 4.4 Las direcciones asintéticas son los puntos del infinito que pertenecen
a la conica.

Las asintotas son las rectas que pasan por el centro y tienen una direccion asintdtica.

De la definicién es claro que las direcciones asintéticas (p, g, 0) se obtienen resolviendo
la ecuacion:

p
(p ¢ 0)A|q ]| =0, (p,q) # (0,0)
0

Si desarrollamos esa ecuacion, obtenemos:
a11p? + 2a12pq + azeg® =0
Vemos que es una ecuacién de segundo grado cuyo discriminante es —|7'|. Por tanto:
- Si |T| > 0, entonces no hay direcciones asintéticas (cénica de tipo eliptico).
- Si |T'| = 0, hay una direccién asintética (cénica de tipo parabdlico).

- Si |T| < 0, hay dos direcciones asintéticas (cénica de tipo hiperbdlico).
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4.4 Diametros.

Definicién 4.5 Un didmetro de una conica es la recta polar (afin) de un punto del
infinito. Al punto del infinito se le llama direcciéon conjugada con el diametro.

Observacion 4.6 Cualquier didmetro pasa por el centro (o centros) de la cdnica.

Prueba: Supongamos que A es la matriz de la cénica y (a, b, 1) es un centro. Un diamétro

tiene por ecuacion:
x

(ut w? 0)Aly ]| =0
1

donde (u!,u?) es la direccién conjugada. Por otra parte vimos que si (a, b, 1) es el centro
verifica:

a 0
(a b 1)A=(0 0 h) < A[b]|]=|0
1 h
Deducimos que:
a
(ut w2 0)A|lb]| =0
1
y por tanto el didmetro contiene al centro. [ |

4.5 Ejes.

Definicion 4.7 Se llaman ejes a los diametros perpendiculares a su direccion conjugada.

Observacion 4.8 Las direcciones conjugadas de los ejes son los autovectores de T' aso-
ciados a autovalores mo nulos.

Prueba: Sea (u!,u?,0) un punto del infinito y
x
(ul w? 0)Aly]| =0
1
la ecuacion del correspondiente diarhetro. Operando, obtenemos que el vector normal de
la recta es:
(ut uw?)T

Como esta recta debe de ser perpendicular a la direccién conjugada, este vector normal
ha de ser paralelo a (u',u?) y por tanto:

(ut )T =X(u! u?)
Deducimos que (u',u?) es un autovector de T, asociado al autovalor A. Finalmente
tenemos en cuenta que si A = 0, entonces la recta anterior seria la recta del infinito, y por
tanto no es un eje. [ |

4.6 Vértices.

Definicion 4.9 Se llaman vértices a los puntos interseccion de los ejes con la conica.
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4.7 Focos, directrices y excentricidad.

Definiremos estos tres conceptos para cénicas no degeneradas, es decir, cuya matriz aso-
ciada A es no singular.

Definicion 4.10 Un foco de una conica es un punto F' que verifica la siguiente condi-
cion: el cociente entre las distancias de cualquier punto de la conica a F y a su recta
polar d es constante:

d(X, F
dX, F) =e, para cualquier punto X en la conica.

d(X,d)

A la recta polar de un foco se le denomina directriz.

A la constante e se le denomina excentricidad.

5 Descripcién de las cénicas no degeneradas.

5.1 La elipse real.

La ecuacion reducida de una elipse es:

T oY 1 ab#£0

(supondremos a > b, de manera que el radio mayor de la elipse este colocado sobre el eje
0X).

Cuando a = b se trata de una circunferencia de radio a. Sus puntos y rectas notable
son:

1. Centro: (0,0).

Direcciones asintéticas: No tiene.

Asintotas: No tiene.

Ll

Didametros: Cualquier recta pasando por el centro.
5. Ejes: Sia # blosejesson x =0ey =0. Si a=>cualquier didmetro es un eje.

6. Vértices: Sia # b los vértices son (—a,0), (a,0), (0, —b) y (0,b). Si a = b cualquier
punto de la conica es un vértice.

7. Focos: (—c,0) y (c,0) con |a? = b* + 2|,

. . 2 2
8. Directrices: t =% y x = — %,
C C

9. Excentricidad: e = £ < 1 (vale 0 si se trata de una circunferencia.)

<
a

Todos estos valores se obtienen directamente utilizando que, en este caso, la matriz
asociada a la cénica es:

5 0 0
A=[(0 & 0
0 0 -1
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y aplicando las definiciones vistas para cada uno de los conceptos anteriores. Nos fijamos
en particular en los focos, directrices y excentricidad.

Si consideramos el punto (c,0) con a? = b? + ¢, su recta polar serd:

2
c a
(¢,0,DA(z,y,1)' =0 <= 2 -1=0 < z=—.
a c
Ahora dado un punto X = (z,y) cualquiera de la cénica veamos cual es el cociente entre
las distancias de dicho punto al foco y la directriz. En primer lugar teniendo en cuenta
que (z,y) verifica la ecuacién de la cénica y que a? = b + 2, tenemos:

a?b? — b2z

dF,X) =(x—c)+y?= \/x2+c2—20x+ =

a2

2

2a? 9 cx  a°—cx
= 5 —2zcta’=a— — = .
a a a

Por otra parte:

d(directriz, X) = T =
c c

Por tanto: ,
d(F7 X) a”—cx

a

d(d,X) &=z g

Cc

Deducimos que efectivamente (¢, 0) es un foco y la excentricidad es £. Andlogamente se

puede ver que (—c,0) es el otro foco de la cénica.

5.1.1 La elipse como lugar geométrico.

Definicion 5.1 La elipse también puede definirse como el lugar geométrico de los puntos
del plano cuya suma de distancias a los focos es constante.

Veamos que esta definicién es coherente con la ecuacion y focos dados previamente.
Dado un punto (z,y) de la cénica vimos que:

2 _ 2
d(Fl,X):a cx; d(FQ,X):a +c:z:.

a a

Por tanto: ) )
AP, X)+d(Fy, X) = L2 oher o,
a a

5.2 La hipérbola.

La ecuacion reducida de una hipérbola es:

2 2
@ v

2B , a,b#0|

Sus puntos y rectas notable son:

1. Centro: (0,0).
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2. Direcciones asintéticas: (a,b,0) y (a,—b,0).

b —_b
JTey=—_T

3. Asintotas: y =
4. Didametros: Cualquier recta pasando por el centro.
5. Ejest c=0ey=0.

6. Vértices: (—a,0) y (a,0).

7. Focos: (—c,0) y (c,0) con|c® = a® + b? |

. . 2 2
8. Directrices: t =% y x = — <.
C C

9. Excentricidad: e = ¢ > 1.

a

Todos estos valores se obtienen directamente utilizando que, ahora, la matriz asociada
a la cénica es:

L 0 0

A=10 —-% O

0 0 -1

Comprobamos los focos, directrices y excentricidad.

Si consideramos el punto (c,0) con ¢ = a? + b%, su recta polar sera:
‘ c a?
(c,0, DA(z,y,1)" =0 = —Z2r-1=0 <= = —
a c

Ahora dado un punto X = (z,y) cualquiera de la cénica veamos cual es el cociente entre
las distancias del punto al foco y la directriz. En primer lugar teniendo en cuenta que
(x,7) verifica la ecuacién de la cénica y que ¢ = a? + b%, tenemos:

b2 2 2b2
diF,X) =(r—c)?+y?= \/x2+02—2ca:+xga =
a
2,.2 2
c°x cr |cx — a®|
22 rc+a a‘ "
Por otra parte:
2 _ 2
d(d,X):x—a _ |cx — a?|
c
Por tanto: ,
d(F,X) _ cx;a _
d(d7X) c:v;a2

Deducimos que efectivamente (c,0) es un foco y la excentricidad es ¢. Andlogamente se

puede ver que (—c,0) es el otro foco de la cénica.

5.2.1 La hipérbola como lugar geométrico.

Definicion 5.2 La hipérbola también puede definirse como el lugar geométrico de los
puntos del plano cuya diferencia de distancias a los focos en valor absoluto es constante.
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Veamos que esta definicién es coherente con la ecuacion y focos dados previamente.
Dado un punto (z,y) de la cénica vimos que:

—_ g2 2
ar, x) = L= g, xy = e
a a
Por tanto, si x > a
cx —a® cx+ad®
d(Fl,X) — d(FQ,X) = - = —2a.
a a
ysix < —a:
2 _ e 2
d(FL,X) —d(Fy, X) =L - T 78 9
a a

5.3 La parabola.

La ecuacion reducida de una parabola es:

2 =2py, p#0|

(supondremos p > 0 para que la pardbola esté situada en el semiplano positivo.)

Sus puntos y rectas notable son:

1. Centro: No tiene (tiene un centro ”impropio” (0,1,0)).
2. Direcciones asintéticas: (0,1).

3. Asintotas: No tiene.

4. Diametros: Rectas paralelas al eje OY'.

5. Ejes: £ =0.

6. Vértices: (0,0).

7. Foco: (0,5).

8. Directrices: y = —%.

9. Excentricidad: e = 1.

De nuevo, todos estos valores se obtienen directamente utilizando que en este caso la

matriz asociada a la conica es:
1 0 0
A=10 0 —p
0 —p 0

Comprobamos una vez mas los focos, directrices y excentricidad.
Si consideramos el punto F' = (0, £) su recta polar sera:
2

(0,§,I)A(x,y,1)t:0 = —py—%:o = y+§:0
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Ahora dado un punto X = (z,y) cualquiera de la cénica veamos cual es el cociente entre
las distancias del punto al foco y la directriz. En primer lugar teniendo en cuenta que
(z,y) verifica la ecuacién de la cénica:

) p 5 | D ) p? p
diEX) = a2+ (y=5) =\2oy + 9>+ —py = \[V +py+ L =y +35

Por otra parte:

dd. X) =y + 7

Deducimos que efectivamente (0, §) es un foco y la excentricidad es 1.

5.3.1 La parabola como lugar geométrico.

Definicion 5.3 La parabola también puede definirse como el lugar geométrico de los
puntos del plano cuya distancia al foco es la misma que la distancia a la directriz.

Esto es consecuencia inmediata de que la excentricidad es 1.

6 Cambio de sistema de referencia.

Sean dos sistemas de referencia Ry = {O;é1,e2} y Re = {Q; &, &,}. Denotamos por (z,y)
e («',y') respectivamente a las coordenadas en cada una de las referencias. Supongamos
que

- el punto @ con respecto a la primera referencia tiene por coordenadas (¢!, ¢?).
- (¢/) = (e)C, donde C = Mpp'.

Entonces sabemos que la formula de cambio de referencia es:
1 /
1 ’ T q z
x q T , C
()= (E)=e() o (v)=L,5 7 ) )
Yy q Y + 0 0/l 1 t’
Supongamos que tenemos la ecuacién de la cénica dada por una matriz A (y la cor-

respondiente T de términos cuadréticos) con respecto a la referencia Ry:

T

(x y t)A(y)zO(z) (x y)T(i)—i—?(alg @3)(5)—1-@3320.

t

Si hacemos el cambio de referencia en coordenadas homogéneas obtenemos:

' ql
(2 y t)B'AB|[4y | =0con B= ¢ ¢ .
t/ 0 0|1

Deducimos que la matriz de la conica en la nueva referencia es:
A'=B'AB
y por tanto:
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Teorema 6.1 Las matrices A, A’ de una cénica con respecto a dos refencias Ry, Ry dis-
tintas, son matrices congruentes

A’ = B'AB

siendo B la matriz de cambio de referencia de Ry a Ry, en coordenadas homogéneas.

Si hacemos el cambio de referencia en coordenadas afines obtenemos:
/
(2 y)C'TC <§,) + {términos de grado < 1} =0
Por tanto deducimos que:

Teorema 6.2 Las matrices de términos cuadrdticos T,T' de una cénica con respecto a
dos refencias R1, Ry distintas son matrices congruentes

T = CTC?

stendo C' la matriz de cambio de la base de Ro a la de R;.

7 Clasificacién de conicas y ecuacién reducida.

Dada una cénica definida por una matriz simétrica A, encontrar su ecuacién reducida
consiste en hacer una cambio de referencia de manera que la ecuaciéon de la cénica con
respecto a esa nueva referencia sea lo mas sencilla posible. En concreto realizamos:

1. Un giro. Nos permite colocar el eje o ejes de la conica paralelos a los ejes de
coordenadas de la nueva referencia. La matriz de términos cuadraticos en la nueva
referencia serd diagonal.

2. Una traslacién. Que nos permite colocar el/los centro/s (si existe/n) de la cénica
en el origen de coordenadas (en otro caso llevaremos un vértice al eje de coorde-
nadas).

Antes de comenzar el desarrollo, hacemos la siguiente observacién importante:

Supondremos que al menos un término de la diagonal
de la matriz T de términos cuadraticos es no negativo.

Si esta propiedad no se cumple, basta trabajar con la matriz —A en lugar de con A. De
esta forma aseguramos que 1" siempre tiene al menos un autovalor positivo.

7.1 Paso I: Reduccién de términos cuadraticos (el giro).

Dado que la matriz T' de términos cuadraticos es simétrica tiene dos autovalores reales Aq
y A2, con A\ # 0. Supondremos A\; > 0. Ademds sabemos que existe una base ortonormal
de autovectores {11, 2} de manera que:

T' = C'TC con (@) = ()C y T = <)\1 O>
0 A
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La ecuacién de cambio de coordenadas es:

()=

de forma que en la nueva base la ecuacion de la cénica es:

/

/
(J:‘/ y’)CTC(i,) +2(a13 0@3)0(:;,) +a3z3 =0

Operando queda:

M2 + Aoy + 2b132” + 2bazy’ + bgg =0

7.2 Paso II: Reduccién de términos lineales (la traslacién).

Ahora a partir de la ecuacién anterior completamos las expresiones de z’ e ¥’ al cuadrado
de un binomio, sumando y restando los términos adecuados. En concreto:

- Para z':
b13 b?. b? b1 b?
Mz 4 25’ = M (2% 220 + 23 - B — (/4 22)2P - 28
127 + 2b13x (2 4+ /\193 + )\%) " (2" + )\1) "
- Para y/:
e Si )\27502
bos b2 b2 bos b2
)\ 12 2b /:A 12 27l ﬁ_ﬁ:A / 72_&
2y + 203y’ = Ao(y” + )\2y+)\%) » 2(y+)\2) "
o Si)\QZOyb%#Oi
b
23y + baz = 2ba3(y + )

2bo3

Hacemos en cada caso la traslacién correspondiente y obtenemos las siguientes formas
reducidas:

SiAe #£0 Side=0ybyg#0 Sidp=0by3=0
Cambio de Coordenadas: | Cambio de Coordenadas: | Cambio de Coordenadas:
(L‘”:x/—}-bﬁ :E”::E/—l—bﬁ x”z:c’%—bﬁ

b)\l b)\l A1
" ;Y23 "n_ 33
Yy =y + Ay Yy Y+ Db

Ecuacién reducidas:

Ecuacién reducidas:

/\1.%'”2 4 )\2y//2 +c33=0

)\1$H2 + 2023:1/” =0

Es decir nos queda una ecuacién reducida de la forma:

Ecuacién reducida:

)\11‘”2 +c33=0

M 4+ Aoy + 2c03y” + 33 = 0

con las siguientes posibilidades para los valores de Ag, c23 y c33:

1. Si Ay > 0, entonces co3 = 0 y si:
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(a) c33 > 0, entonces la ecuacién reducida es:

)\1.77”2 4 )\zy”2 +c33=0

Elipse imaginaria.

(b) ¢33 = 0, entonces la ecuacién reducida es:

)\126”2 4 )\2y//2 =0

Rectas imaginarias cortandose en un punto.

(¢) c33 < 0, entonces la ecuacién reducida es:

)\1:8”2 + )\2y//2 +e33=0

Elipse real.

2. Sidg=0y

(a) co3 # 0, entonces c33 =0y

la ecuacion reducida es:

Mz + 2co39" =0 Parabola.
(b) 023:0}/633>0

Mz'? 4 ¢33 =0 Rectas paralelas imaginarias.
(c) ca3=0yc33=0

Mz? =0 Recta doble real.
(d) c23 =07y ec33 <0

Mz 4 ¢33 =0 Rectas paralelas reales.

3. Si Ao < 0, entonces co3 = 0y si:

(a) ¢33 # 0, entonces la ecuacién reducida es:

)\1%”2 + )\2y1/2 + c33 = 0

Hipérbola.

(b) ¢33 = 0, entonces la ecuacién reducida es:

)\1%”2 + )\2y//2 =0

Rectas reales cortandose en un punto.
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7.3 Clasificacién y ecuacién reducida en funcién de |T| y
|A

Teniendo en cuenta que los determinantes de T' y A se conservan por giros y traslaciones,
podemos reescribir la clasificacién anterior en funcién de |T'| y |A|. De nuevo suponemos

algin término de T positivo:

|A| >0 Al =0 |A] <0
|T'| > 0 | Elipse imaginaria Rectas imaginarias cortandose Elipse real
Rectas paralelas imag.
T =0 Parabola rg(4) = Rectas paralelas reales Parabola
rg(A) =1 Recta doble
T <0 Hipérbola Rectas reales cortandose Hipérbola

Ademsds cuando la cénica es no degenerada podemos calcular la ecuacién reducida, a
partir de los autovalores (alguno positivo) A1, Ay de Ty de |A|:

1. Si |T'| # 0, entonces queda:

A
)\11‘”2 + )\Qy”2 +¢=0, con c= :Tl

En el caso de que |T| > 0, es decir, para una elipse, para garantizar que el radio
mayor esta sobre el nuevo eje OX hay que tomar como A1 el menor de los dos

autovalores.
En el caso de que |T| < 0, es decir, para una hipérbola, para garantizar que los
vértices estén sobre el nuevo eje OX hay que tomar como \; el autovalor que tenga

el mismo signo que det(A).

2. Si |T| =0, entonces queda:
Mz? —2cy” =0, con c=y/——
A1
con A\ # 0.
Podemos incluso dar la referencia en que se obtienen estas formas reducidas:

1. Enel casode |T'| # 0 (elipse o hipérbola), la base de la nueva referencia esta formada
por los autovectores de T normalizados y el nuevo origen situado en el centro de la
conica. Simplemente hay que tener cuidado de ordenar los autovectores de manera

coherente a como se ordenan los autovalores:

()=(3)+

centro
autovecy
autovecy

—_———
autovect deT

normalizados
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2. En el caso de |T| = 0 (pardbola), la base de la nueva referencia estéd formada por
los autovectores de T" normalizados y el nuevo origen en el vértice. Ahora ademas
de ordenar correctamente los autovectores, hay que comprobar si se ha escogido
correctamente el signo del autovector asociado al autovalor nulo:

$//
< y' >

autovecy
autovecy

—_——
autovectdeT

normalizados
Para que la eleccién de los autovectores sea coherente con la forma reducida de la

parabola hay que orientar el autovector asociado al 0 de forma que:

(a3 ag3)

autovecy
N
o

7.4 Clasificacion mediante diagonalizacion por congruencia.

Otra forma de clasificar una cénica dada por una matriz A es diagonalizar esta matriz
por congruencia, pero con la siguiente restriccion:

La ultima fila no puede ser ni sumada a las demas ni multiplicada por un
escalar ni cambiada de posicion.

Una operacién ”prohibida” con esta fila significaria que la transformacion que hacemos
lleva puntos propios en puntos del infinito y viceversa.

Con esté método llegaremos a una forma diagonal (excepto si se trata de un parabola)
que nos permitira clasificar facilmente la cénica.

Observacion 7.1 Hay que tener en cuenta que la forma diagonal que obtenemos de esta
forma, NO se corresponde necesariamente con la ecuacién reducida de la conica. Es
decir, este método nos permite clasificar la conica, pero NO dar su ecuacion reducida.

7.5 Obtencion de las rectas que forman las cénicas degen-

eradas.

Una vez clasificada la cénica y comprobado que es degenerada, la forma mas comoda de
calcular las rectas que la forman es la siguiente:

1. Si se trata de rectas paralelas (reales o imaginarias) o de una recta doble, se calcula
la recta de centros. Si es una recta doble hemos terminado. En otro caso interse-
camos la cénica con una recta cualquiera (lo més sencilla posible) y obtenemos dos
puntos (reales o imaginarios). Las rectas buscadas son las paralelas a la recta de
centros pasando por dichos puntos.

2. Si se trata de rectas que se cortan (reales o imaginarias), se calcula el centro. Luego
intersecamos la cénica con una recta cualquiera (lo més sencilla posible) que no pase
por el centro y obtenemos dos puntos (reales o imaginarios). Las rectas buscadas
son las que unen el centro con dichos puntos.
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8 Haces de cdonicas

Definicion 8.1 Dadas dos conicas C y Cy de ecuaciones:
(2)'A1(z) =0y (2)'A2(z) =0
el haz de cénicas generado por ellas corresponde a la familia de conicas de ecuaciones:

{al(@)'A1(@)] + Bl(2) A2(2)] = 0; o, BER, (a,B8) # (0,0)}

o equivalentemente:
{l(@)' A1(@)] + pl(2) A2(2)] = 0 p € R)} U {(2) A2 () = 0}

Las cénicas de un haz heredan propiedades comunes de las coénicas que lo generan.
Por ejemplo:

- Si P es un punto comun de Cy y (o, entonces P pertenece a todas las cénicas del
haz.

- Si r es una tangente a C; y C5 en un punto P, entonces r también es tangente en
P a todas las cénicas del haz.

- Si r es una asintota comun a Cy y Cs, entonces r también es asintota de todas las
conicas del haz.

- Si P es un punto singular de C'; y Cs, entonces P es un punto singular de todas
las conicas del haz.

- Si P es el centro de Cy y (s, entonces P es el centro de todas las cénicas del haz.

Teniendo en cuenta este hecho, veamos como construir las familias de cdnicas que
cumplen algunas de estas condiciones.

1. Haz de conicas por cuatro puntos no alineados.

Supongamos que A, B,C,D son cuatro puntos no alineados. Consideramos las
rectas

rn=AB, ry=CD; s1 = AC; s9=BD.

El correspondiente haz es:

a(ry-re) + B(s1-s2) =0

2. Haz de conicas por tres puntos no alineados y la tangente en uno de ellos.

Supongamos que A, B, son tres puntos no alineados y tga es la tangente en A.
Consideramos las rectas

ri1=AB, 71y= AC; s = BC.

El correspondiente haz es:

a(ry-ra) + P(s-tga) =0
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2.

3.

Haz de conicas por dos puntos y una asintota.

Es un caso particular del anterior, si pensamos que la asintota es una recta tangente
en el punto del infinito. Supongamos que B, C son los puntos y asint es la asintota.
Consideramos las rectas

r1 = {recta pasando por B y paralela a asint}

. = BC.
r9 = {recta pasando por C'y paralela a asint} y

El correspondiente haz es:

a(ry - r2) + B(s - asint) =0

Haz de conicas por dos puntos y la tangente en ellos.

Supongamos que A, B son dos puntos y tga,tgp las correspondientes tangentes.
Consideramos la recta
r=AB.

El correspondiente haz es:

a(r)? + B(tga - tgs) =0

Haz de conicas por un punto, conocida la tangente en él y una asintota.

De nuevo es un caso particular del anterior. Supongamos que A es el punto y tga
la correspondiente tangente. Sea asint la asintota. Consideramos la recta

r = {recta pasando por A y paralela a asint}

El correspondiente haz es:

a(r)? + B(tga - asint) = 0

. Haz de conicas conocidas dos asintotas.

De nuevo es un caso particular del anterior. Supongamos que asint, y asints son
las dos asintotas. Consideramos la recta:

r = {recta del infinito}

cuya ecuacién homogénea es t = 0 y afin es 1 = 0 (7). El correspondiente haz es:

a(1)? + B(asint; - asinty) =0
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9 Apéndice: secciones planas de un cono.

Conicas no degeneradas.

V

Elipse. Hipérbola. Parabola.

Conicas degeneradas.

Recta doble. Dos rectas. Un punto.
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