Tema III. Capitulo 2. El espacio afin ampliado.

2. El espacio afin ampliado.

1 Introduccion.

El objetivo de esta seccién es describir algunas herramientas algebraicas que nos permi-
tirdn trabajar con los puntos del infinito de espacios y variedades afines. De esta forma el
espacio afin ampliado es el espacio afin al que se le anaden los puntos del infinito.
Definiremos unas nuevas coordenadas que nos permitiran manejar dichos puntos.

Aunque esta construccién puede resultar chocante en un principio, la principal ventaja
serd que ahora, situaciones que eran tratadas como casos particulares en el espacio afin,
pueden ser tratadas en un contexto general en el espacio afin ampliado. Por ejemplo
mientras que el el plano afin dos rectas distintas o se cortan en un punto o son paralelas,
el plano afin ampliado dos rectas distintas siempre se cortan en un punto.

Aunque la construccién puede realizarse en espacios de dimensién arbitraria noso-
tros trabajaremos en Fo y en E3. En concreto, y mientras no se indique lo contrario,
desarrollaremos la teoria en E3 (las construcciones se particularizan para Fy de manera
evidente eliminando una coordenada).

Finalmente, senalamos que aqui tan sélo daremos un esbozo no demasiado riguroso de
estas ideas, como herramienta para trabajar con los puntos del infinito. Toda esta teoria
se desarrolla de manera natural en la llamada Geometria Proyectiva.

1.1 Coordenadas homogéneas y espacio afin ampliado.

Supongamos que tenemos un sistema de referencia {O; €1, é2,é3} en Ej.

Definicién 1.1 Si (2!, 2%, 23) son las coordenadas afines de un punto X € E, las coor-
denadas homogéneas de X son (tz',tx?,tz3,t) donde t es un nimero real no nulo.

Segun esta definicién la correspondencia entre coordenadas afines y homogéneas es la
siguiente:

Afines — Homogéneas Homogéneas — Afines

(x!, 22, 2%) Why? vttt (et et (z', 2, 27)
con con

yl — t.fl?l .fl — yl/t

y2:tq;2 .’I,'2=y2/t

y3 — tflf?) 1:3 — y3/t

Es importante observar lo siguiente:
Las coordenadas homogéneas de un punto NO son unicas.

De hecho, (y!, 4%, y3,t) v (2%, 22, 23,t') son las coordenadas homogéneas de un mismo
punto X cuando son proporcionales, es decir, cuando existe un A # 0 tal que:

Wy u’ 1) = A, 22, 201,
Teniendo en cuenta esto podemos definir el espacio afin ampliado como:
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Definicién 1.2 Si {O;é1,é2,e3} es una referencia de Es definimos el espacio afin
ampliado como el conjunto determinado por los puntos de coordenadas homogéneas
(v, y2,y3,t) # (0,0,0,0), de manera que coordenadas propocionales definen el mismo
punto.

El espacio afin ampliado de un espacio afin E lo denotaremos por E.

Hemos visto que cuando t # 0 estos puntos se corresponden con puntos del espacio
afin usual. Sin embargo en el espacio afin ampliado incluimos también aquellos con
coordenada t = 0. En la siguiente seccién veremos como se interpretan.

1.2 Puntos impropios o puntos del infinito.

1.2.1 Motivaciéon: porqué los puntos con coordenada ¢t = () representan
puntos del infinito.

De momento hemos visto como representar un punto del espacio afin con unas nuevas
coordenadas que hemos llamado homogénas. Veamos como estas nuevas coordenadas nos
van a permitir trabajar con los puntos del infinito. Para motivar lo que haremos pensamos
en lo siguiente.

Supongamos que tenemos una recta que pasa por el punto P = (pl,pg, p3) y con vector

director @ = (u!,u?,u?). Su ecuacién paramétrica, en coordenadas afines es:

($17$2, $3) = (pl,pQ,pS) + a(ula u?, Ug) = (pl + au', p® + au?, p® + aug)
Intuitivamente el punto del infinito de la recta aparecerd cuando « tiende a co. Sin
embargo con estas coordenadas no tenemos manera de formalizar esto.

Escribamos esta ecuacién en coordenadas homogéneas (y',42,v3,t)
(y', 92,9, t) = (" + aul), t(p? + au?), t(p® + au?),t)

Dado que coordenadas homogéneas proporcionales se siguien refieriendo a los mismos
puntos, cuando « # 0 podemos escribir la ecuaciéon como:

1
= (" + ), (7 + a), (5 + ), 1)

1,2

(v 9%y, 1)
Ahora si hacemos o = oo (0 més estrictamente, tomamos limites cuando o — oo) la
expresion anterior queda:

1,2 1,2
'y y%t) = (uhu?, 4, 0).

Es decir el punto del infinito de la recta inicial es el que tiene por coordenadas homogéneas
(u',u?,u?,0). Nos fijamos que estas coordenadas sélo dependen del vector director de la
recta, no del punto (p',p?,p3). Por tanto estd claro que otra recta paralela a la primera
tendria el mismo punto del infinito.

1.2.2 Definicién de puntos impropios o del infinito.

Despues de la discusién anterior, es logico hacer la siguiente definicion:

Definicién 1.3 Fijada una referencia {O;é1,é2,€3}. Si X tiene por coordenadas ho-
mogéneas (y',y?,y%,t), X se dice un punto impropio o un punto del infinito si
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t = 0. En particular si u = (u',u? u?) son las coordenadas de un vector de V, el punto

del infinito en la direccion de u tiene por coordenadas homogéneas

(Mul, d?, M3, 0), para cualquier X # 0.

Por tanto cuando trabajemos en coordenadas homogéneas y queramos hallar los pun-
tos impropios (o del infinito) de un determinado objeto geométrico, tendremos que inter-
secar las ecuaciones de dicho objeto con la ecuacién ¢t = 0.

En particular:

- En el plano afin ampliado Es, t = 0 es la ecuacién de la recta de puntos del
infinito.

- El el espacio afin ampliado E3, t = 0 es la ecuacién del plano de puntos del
infinito.

1.3 Cambio de sistema de referencia en coordenadas ho-
mogéneas.

Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia {O; ey, ez, €3} v {P; €}, 5, e5}. Fi-
jamos la siguiente notacién para coordenadas afines y homogéneas con respecto a cada
una de las referencias:

Referencia. Coordenadas afines. Coordenadas homogéneas.
{Oser, 0,63 (ah,2%,2%) (' vy 0)
——
B
{Piey e, e} (a2?,27) VANENEND
—_—
B/

Ademas supongamos que:
(¢') = (e)Mpp' y P = (p', p*,p®) en coordenadas afines respecto {O; &y, &, é3}.

Entonces sabemos cual es la relacién entre las coordenadas afines con respecto a una y a
otra referencia:

.171 pl iEll
() = (p) + Mpp(2) < |2 | = | p* | + Mpp | 27
563 p3 :El3

Veamos cual es la relacién entre las coordenadas homogéneas. Nos fijamos que matricial-
mente la formula anterior también puede escribirse como:

2l pl 21

22| | Mgy | p? 22

o PP 13
1 0 0 01 1

Pero dado que coordenadas homogéneas proporcionales se refieren al mismo punto, (x!, 2, 23, 1)
e (y',9% 9% 1) denotan el mismo punto; y andlogamente ocurre con (2'!, 2 /3 1)
(v, 42, y'3, ). Por tanto la férmula queda:

@

yt p!

y? Mgpp | p?

y? P

t 0 0 0] 1
70



Tema III. Capitulo 2. El espacio afin ampliado.

1.4 Ecuaciones cartesianas de variedades afines en coorde-
nadas homogéneas.

Utilizando las formulas que relacionan las coordenadas afines y homogéneas de un punto,
veremos como pasar de las ecuaciones cartesianas de una variedad afin en coordenadas
afines a coordenadas homogéneas. Recordemos que fijada una referencia, las coordenadas
homogéneas (y',y?, y3,t) se corresponden con las afines

(z', 22, 2%) = (y' /t, 9% /t, 1 /).

1.4.1 Rectas en FEs.

Supongamos que tenemos la ecuacion cartesiana de una recta:
a1zt + agz® + a3 =0

Cambiando estas coordenadas a homogéneas queda:

1
a1%+a2%+a3:0 <= a1y1+a2y2+a3t:0

Si queremos hallar ahora los puntos del infinto de esta recta, no tenemos mas que inter-
secarla con la recta del infinito ¢ = 0:

aryt + azy® +ast =0

tzo} = awy' +ay’=0 = (yy°) = (a2, ~a1)

de manera que obtenemos que el punto del infinito corresponde a la direcciéon que marca
el vector director de la recta.

1.4.2 Planos en Fs.
Supongamos que tenemos la ecuacién cartesiana de una plano:
a1 + agr® + azr® +ag =0

Cambiando estas coordenadas a homogéneas queda:

v' oy Y
a17+a27+a37+a4 =0 < |1yt +agy® +azy® +ast =0

Si queremos hallar ahora los puntos del infinto de esta recta, no tenemos més que inter-
secarla con el plano del infinito ¢t = 0:

aly1 + a2y2 + a3y3 + a4t =0 }
t=20

Ahora esta interseccion corresponde a los puntos del infinito cuya direccién esta determi-
nada por cualquier vector contenido en el plano.
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1.4.3 Rectas en Ej.

Supongamos que tenemos las ecuaciénes cartesianas de una recta (como interseccién de
dos planos):

a1zt + asx® + asz® +ag =0
bl.%'l + b2$2 + 63.%'3 +bs=0

Razonando como antes, en coordenadas a homogéneas queda:

a1yt + agy® + asy® + ast = 0
biy! + boy? + b3y® + bat =0

El punto del infinito de dicha recta se obtiene resolviendo el sistema:

a1zl + agx® 4+ azx + ast =0
biat + boa? + by 4 byt = 0
t=0

1.5 Ecuaciones paramétricas de variedades afines en coor-
denadas homogéneas.

Veamos ahora como se escriben las ecuaciones paramétricas de las variedades afines en
coordenadas homogéneas.

1.5.1 Rectas en Fj.

Si P = (a!,a% tp) y Q = (b}, b?%,tg) son las coordenadas homogéneas de dos puntos
distintos en el plano afin ampliado, entonces la ecuacién paramétrica de la recta que los
une es:

(y', y%t) = ala',a® tp) + B(b, b, tg)

Observaciones sobre esta ecuacion:

- Aunque aparecen dos paramétros a y 3, teniendo en cuenta que coordenadas ho-
mogéneas proporcionales definen un mismo punto, el objeto que definen estas ecuaciones
tiene dimension 1.

- De nuevo los puntos impropios de la recta se obtiene intersecando con la ecuacién
t=0.

- La ventaja de esta ecuacién es que sirve para hallar, tanto la ecuaciéon de la recta
pasando por dos puntos, como la ecuaciéon de una recta conocido un punto y el vector
director. Simplemente hay que tener en cuenta que el hecho de que una recta tenga por
vector director a (u!,u?) significa que pasa por el punto del infinito (u',u?,0).

1.5.2 Rectas en FEj.

Es totalmente analogo al caso anterior. Si P = (al,a? a3, tp) y Q = (b',0%,b%, 1) son las
coordenadas homogéneas de dos puntos distintos en el espacio afin ampliado, entonces
la ecuacion paramétrica de la recta que los une es:

(ylayQ’y37t) = a(ala (12, as,tp) + /B(bla bzy bSatQ)
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1.5.3 Planos en Ej.

Ahora si tenemos tres puntos no alineados en el espacio afin ampliado E5 con coordenadas
homogéneas, P = (a',a?,a3,tp), Q = (b1,0%,63,tg) y R = (c',c?,¢3,tR), la ecuacién
paramétrica del plano que definen seré:

(ylayzvysat) = a(al,ag,a?’,tp) + 5(bl7b27b37tQ) + 7(61,627637“?)

Observamos, que esta ecuacién nos permite también calcular la ecuacion del plano cono-
cidos dos puntos y un vector director o un punto y dos vectores directores. No hay més
que tener en cuenta que un vector @ = (u',u?,u3), corresponde al punto del infinito

(ul,u?, u?,0).
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