Tema II. Capitulo 4. Producto vectorial y producto mixto.

4. Producto vectorial y producto mixto.

En este capitulo trabajaremos en un espacio euclideo U de dimensiéon 3.

1 Producto vectorial.

1.1 Definicion.

Definicion 1.1 Sea Z,§ dos vectores en U y supongamos que fijamos una base de refer-
encia B = {€1,és,e3}. Definimos el producto vectorial de z,y como el vector T Ay
verificando:
1. Si z,i son dependientes, entonces T A = 0.
2. Si &,y son independientes, verifica:
(a) TNy es perpendicular a T e .

(0) Iz Agll = llzlll[gll|sen(z, g)].

(c) La base {Z,y,T Ay} tiene la misma orientacion que B.

La definicién es coherente porque dados dos vectores independientes Z, § en un espacio
euclideo 3-dimensional, el espacio de vectores perpendiculares a ambos tiene dimension
1. Por tanto hay un tnico vector en este subespacio si fijamos su norma y su sentido.

1.2 Expresion analitica.

Supongamos que fijamos una base B = {€j,é,€3} ortonormal que tomamos como
referencia de orientacion positiva. Entonces:

Teorema 1.2 La expresion del producto vectorial de dos vectores T = (x1,r2,23)p €
7= (y1,Y2,y3)B se obtienen desarrollando el determimante:

€1 €y €3
TNY=|x1 T2 X3
Y1 Y2 Y3

Prueba: En primer lugar notemos que aunque la primera fila del determinante esta
formado por vectores, la expresién tiene sentido. Basta tener en cuenta que en cada
término de la expansién del determinante aparece un elemento y sélo uno de la primera
fila; en este caso corresponderd un vector multiplicado por un escalar, operacién que tiene
sentido en un espacio vectorial.

€1 € €3
Si denotamos A = | ©1 x2 x3 | el teorema afirma que:
Yy Y2 Y3

TAY=zcon (A1, A1z, A13) B,

donde A;; es el adjunto de la posicién ij de A. Veamoas que z cumple la definicién de
producto vectorial:
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1. Si z,y son dependientes, entonces zZ = 0 porque la matriz A tendria las dos tltimas
filas dependientes y por tanto todos los adjunto serian nulos.

2. (a) Tenemos:

r1 T2 I3
“Z = mAn 2l +a3A33 =21 2 23| =0

T-Zz
Y1 Y2 Y3
Yi Y2 Y3
Y-z = yiAn +yAn +ysdss=|z1 z2 23| =0
Yi Y2 Y3
2. (b) Queremos ver que ||z A g|| = ||z||||yl|l|sen(z, y)|. Equivale a comprobar que:

1ZI21171? — 121 |7]|*cos®(z, 7) =

Iz A gl* = 1Z[171?(1 = cos®(z,7)) = |||
= [lzl*l9l” - (z - 9)?

Teniendo en cuenta que con la férmula propuesta:

12 A gl = (z1y2 — 2291)* + (213 — 2391)% + (223 — 2392)°

|Z)* = ot + a3+ a3, |g1° =of + 95+ 93, 7§ =211+ w200 + 2398,
operando se obtiene la igualdad buscada.

2. (c) Para que la base B’ = {Z,7,T A §} tenga la misma orientacién que B, la
matriz de cambio de base Mpp: tiene que tener determimante positivo. Pero si z Ay =

(A1, A2, A13) B,
X1 €2 €3

\Mpp|=|Mpp/|=|mn vz w3
A A Agg

desarrollando por la dltima fila queda:

|MBB" = A%l + A%Q + A%3 > 0.

1.3 Propiedades.

Teniendo en cuenta la expresion analitica del producto vectorial, es facil deducir las sigu-
ientes propiedades:

1. zAy=0 < =,y son dependientes.

2. Kl producto vectorial es bilineal, es decir:
TA(ag+BY)=az NG+ BTAY.
(az+ BT )YNy=az ANy+ BT N7y.

3. El producto vectorial es antisimétrico, es decir:

ING=—FAL.
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1.4 Interpretacion geométrica.

Teorema 1.3 El mdodulo del producto vectorial de dos vectores T, i, corresponde con el
drea del paralelogramo que determinan:

¥
Wl

Prueba: Se tiene que:

Area de paralelogramo = ||z||h = ||Z||||g|||Sin(Z, )| = ||z A 7.

2 Producto mixto

Definiciéon 2.1 Definimos el producto mixto de tres vectores Z,y,zZ de un espacio
euclideo 3-dimensional como:

Como consecuencia de la expresién analitica vista para el producto vectorial se tiene
la siguinte expresién para el producto mixto:

Teorema 2.2 Sean T,¥y,y son tres vectores de U y B una base ortonormal. Se verifica:

Ty X2 I3
Z,9.2) = |y1 y2 U3
z1 z9 z3

El producto mixto cumple las siguientes propiedades:

1. [2,9,2] =0 < {z,9,z} son dependientes.

2. FEs trilineal, es decir:
[z + BT, 9, 2] = o[z, 5, 2] + B[7', 7, Z].
[,y + BY', 2] = o[z,9, 2] + B[z, ¥, 2].

(.9, az + BZ'] = o[z, 9, 2] + B[z, 7, Z].

3. FEs antisimétrico, es decir:

Por ultimo el producto mixto de tres vectores tiene la siguiente interpretacién geométrica.
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Teorema 2.3 El valor absoluto del producto mixto de tres vectores T,¥,zZ corresponde
con el volumen del paralelepipedo que determinan.

Prueba: Se tiene:

Volumen paralelepipedo = Area base - H = ||z A g||||z||Cos(0) = |(z A Y) - Z| = |[Z, Y, Z]|-
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