Tema I. Capitulo 2. Dualidad y tensores homogéneos.

2. Dualidad y tensores homogéneos.

1 Notacion: convenio de la suma de Einstein.

En expresiones donde se manejan sumatorios que dependen de uno o varios indices es
comun utilizar el siguiente convenio, para simplificar su escritura. Si un subindice 6
superiindice aparece en dos términos que se multiplican se considera que se estd sumando
en ese indice. Algunos ejemplos:

n
T = Y i
i=1
n n
AijTiY5 = Z Z AijTiY;
i=1j=1
n

by = Z @ikbi;
=1

Cuando se usa esta notacién el limite en el que se mueven los indices se sobrentiende del
contexto.

2 Dualidad.

2.1 Espacio vectorial dual.

Recordemos como definfamos el espacio vectorial dual de un espacio vectorial U.

Definicion 2.1 Dado un espacio vectorial U sobre el cuerpo IK, se llama espacio dual
de U y se denota por U* al espacio vectorial Hom(U,IK).

Los elementos de U* son aplicaciones lineales:
f:U—IK

y suelen llamarse formas lineales o covectores.

Se verifica que dim(U*) = dim(U).

2.2 Bases duales.

Definicién 2.2 Sea U un espacio vectorial y B = {u1, ..., Uy} una base de U. Llamamos
base dual de B como a la base del espacio dual U* formada por los covectores:

B* = {u",... ™}

definidos como:
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Es decir:
U — K w2 U — K wm: U — K
ua; — 1 u, — 0 u, — 0
Uz — 0 Uz — 1 Uz — 0
U, — 0 U, — 0 i, — 1

Veamos que efectivamente es una base, teniendo en cuenta que son n elementos de U*
y que U* tiene dimensiéon n, es suficiente comprobar que B* es un sistema generador.

Sea f € U*. Sea T € U y sean (x!,22,...,2") las coordenadas de Z en la bse B. Se

tiene: A ‘
1(2) = f(a's,) = 2 () I

wHi(3) = uti(aiT;) = (i) =20 [ f(@) = fa)u™(z).
Por tanto cualquier covector f € U* puede ser puesto como combinacién lineal de ele-

mentos de la base dual B*. En concreto:

f = f(ug)u

2.3 Cambio de base.

Supongamos que tenemos dos bases del espacio vectorial U y consideramos sus corres-

pondientes bases duales:

En el espacio vectorial U | En el espacio dual U*
Blz{ﬂl,...7ﬂn} i‘:{u*l,...,u*”}
Bgz{ﬁl,...,@n} ;:{U*l,...,v*n}
{v} = {u}Mp, 5, {v*} = {u"}Mp;p;

Tratemos de expresar los vectores de B] en la base B3 siguiendo la férmula del

apartado anterior:

u = ur (v = U*i(ﬁk(MBlBg)kj)v*j = U*i(ﬁk)(MBle)kjv*j =

= (MB1Bz)ijU*j = U*j(MBlB2t)jZ
es decir:

{w} ={vIMp,5," = {v"}={u}Mp]p,

Por tanto:

La matriz de paso de la base Bj a la base Bj es la inversa
traspuesta de la matriz de paso de la base Bs a la base Bj:

—t
MB{B; = M3132
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3 Producto tensorial de espacios vectoriales de
dimensién finita.

3.1 Producto tensorial de dos espacios vectoriales.

Definicion 3.1 Sean U,V dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo. Supongamos
que son de dimensiones m y n respectivamente. Se llama producto tensorial de ambos
al conjunto {¢,U @ V'} formado por un espacio vectorial de dimension n -m, y una
aplicacion ¢:

¢p:UxV —UQV

verificando:

1. ¢ es bilineal.

2. Dados sistemas libres {u1,...,up} CU y {01,...,04} € V el sistema formado por:

{p(ar,01), ..., (1, 0g), - -, H(Up, V1), -, (U, Ug) }

debe de ser libre.

En realidad la imagen de dos vectores ¢(u,v) se denotara por 4 ® v, de manera que
manejaremos el producto tensorial U @ V' sin indicar explicitamente la aplicacion ¢.

Los elementos del conjunto U ® V' se llamardn tensores.
Como consecuencia de la definicion se deducen las siguientes propiedades:

1. Para cualesquiera uw € U, v € V se verifica:
i ®0=0; 0®v=0.
Prueba: Es consecuencia de la bilinealidad.
2. Si en la segunda condicion de la definicion consideramos bases en lugar de sistemas
libres, entonces obtenemos una base de U ® V.
Prueba: Basta tener en cuenta que exigimos que U ® V' sea un espacio vectorial
de dimensién dim(U) - dim(V).

3. Sean By = {u1,...,Um} y Be = {v1,...,Un} bases respectivamente de U y V. Sean
T e U, yeV. Entonces:
ITRYy=1cvYu® vj.
donde (x%), (y7) son las coordenadas contravariantes de T, j respecto a estas bases.

Prueba: Si utilizamos la bilinelidad:
@7 = (z'5) ® (y¥1;) = 29’0 ® v;.

4. Si dim(U),dim(V) > 1, ¢ no es sobreyectiva.

Prueba: Si consideramos las bases definidas en la propiedad anterior, sabemos
que:
B={u®@uvjli=1,...,m;j=1,...,n}
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es una base de U ® V. Sin embargo, por la propiedad anterior, s6lo son imagen de
dos vectores T,y aquellos cuyas compontentes son de la forma x'y’. Por ejemplo el
vector de U x V:
Uy ® U2 + Uz @ U1
no es imagen de ningun par de vectores T, ¢, ya que se tendria:
xlyl =0; :L"ly2 =1; 932y1 =1 :U2y2 =0;
lo cual es imposible.

5. ¢ no es inyectiva.

Prueba: Ya que 2®0 = 0®7, es decir, elementos distintos tienen la misma imagen.

3.2 Producto tensorial de un nimero finito de espacios vec-
toriales.

Definicion 3.2 Sean Uy, ..., Uy espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo. El producto
tensorial
U1 ®...0 U

se construye inductivamente como:
U®..0U,=U1®...0 Uy_1) ® Uy,

teniendo en cuenta que sabemos como construir el producto tensorial de dos espacios
vectoriales.

Como consecuencia de esto se cumplen la siguientes propiedades:

1. Los elementos de U1 ®...® Uy son combinaciones lineales de elementos de la forma:

T1®... QT
con x; € U;.
2. Para cualesquiera u; € U;, y j € {1,...,k}, se verifica:
1. U 190®4411®...01u, =0.
3. SiB;,i=1,...,k son bases respectivamente de U; entonces:

{1 ®...@ux|u € Uy, ..., ux € U}

es una base de U1 ® ... ® Up.

4 Potencia tensorial de espacios vectoriales de di-
mension finita.

Definicion 4.1 Dado un espacio vectorial U sobre un cuerpo IK se llama potencia ten-

sorial a cualquier producto tensorial de los espacios vectoriales U y U*:

W=UU*@U*QU...eU"®U.
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Al ndmero de factores que aparecen se le llama orden de la potencia tensorial.

La especie de una potencia tensorial, es la descripcion de los factores que aparecen.
Cuando el factor es U se dice contravariante; cuando es U*, se dice covariante.

Si U tiene dimension n, entonces una potencia tensorial de U tiene dimensién n',
siendo r el orden de la potencia tensorial.

Definicién 4.2 Si B = {u1,...,1y,} es una base de U, sabemos que B* = {u*' ... u*"}
es una base de U*. Por tanto utilizando ambas podremos construir una base de una
potencia tensorial de U. Fsa base se llamard base asociada a B.

Observacién 4.3 Por convencidn se considera:
- Las potencias tensoriales de orden 1 son U y U*.

- La potencia tensorial de orden 0 es el cuerpo IK.

5 Tensor homogéneo.

5.1 Definicidn.

Definicion 5.1 Un tensor homogéneo de un espacio vectorial U es cualquier elemento
de cualquier potencia tensorial de U.

FEl orden y la especie de cualquier tensor homogéneo es la de la potencia tensorial
a la que pertenece.

Definicion 5.2 Las componentes de un tensor homogéno 1T respecto a una base
B de U, son las componentes de T respecto a la base asociada a B del correspondiente
producto tensorial.

En concreto si B = {é1,...,€,} es una base de U y T es un tensor en:

TeU'®..U'U®...0U
P veces q veces

se escribirda como:

_ Ji---Jq _xiq *ip o =
=t ENR..ETTPTRE;Q...Q€;,.

5.2 Cambio de base.

Sean By B’ dos bases del espacio vectorial U:

B={é1,...,en}; B =1{é&,...,e}.

n

Veamos cual es la férmula de cambio de base de las componentes de un tensor homogéneo
T. Sabemos como cambia de base un indice contravariante y otro covariante. La misma
expresion podra generalizarse a cuantos indices deseemos.
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Si llamamos:
C = Mpp; v = Mprp: =C7",

sabemos que C' se utiliza para coordenadas contravariantes y v para covariantes, cuando
pasamos de coordenadas en la base B a la base B'.

Si t* es un tensor contravariante, el cambio de base ha de ser:
e’ )
t — Caitz.
Por el contrario si t; es covariante, el cambio de base es:
! 7
t a = VYa ti.

Podemos escribir la férmula para un nimero arbitrario de indices:

t/oq...ap B1.--Bq _ ,yalh o ’7apipcﬁljl o C/Bq' ¢ J1---Jq

Jq " i1--ip

Teniendo en cuenta estas formilas de cambio de base, podemos introducir la siguiente
definicién:

Definicion 5.3 Dado un espacio vectorial U sobre el cuerpo IK, un sistema de elementos
indexados de IK definido a partir de una base B de U, tiene caracter tensorial si se
comporta segun la formula de cambio de base descrita anteriormente.

Nos interesaran las operaciones y propiedades de los tensores, que tengan caracter
tensorial, es decir que se comporten bien con las férmulas de cambio de base.

Observacién 5.4 Resumimos el cambio de base tensorial, realizado matricialmente en
el siguiente cuadro:

’ Cambio de base de la base B a la B’. ‘

C:MB’B ’y:MB/*B*:Cit

’fndice / Posicién | Izquierda | Derecha

Contravariante Ct C

Covariante v v

6 Operaciones con tensores homogéneos.

6.1 Suma de tensores y producto por un escalar.

Teniendo en cuenta que los tensores homogéneos con el mismo orden y de la misma
especie forman un espacio vectorial, sabemos que esta definida la suma de tensores y el
producto de un tensor por un escalar.
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Si denotamos por W, , el espacio vectorial de tensores p veces covariantes y g veces
contravariantes se tendra:

T,S € Wyq = P=T+SecW,,
TeWpeAeK = Z=NTI"eW,,
de manera que si introducimos una base B y las correspondientes componentes, se verifica:
Ji--Jg _ Ji.-j Ji.-J
Dy, .., ' = tiy.ip *+ Siy.ip ..

jlqu _ ]1]:1
Ziy.ip = )‘tz‘l.‘.z’p :

6.2 Producto tensorial.

Definicion 6.1 Sea U un espacio vectorial y B una base de U. Dados dos tensores
homogéneos T € Wy, y S € W, sobre un espacio vectorial U, definimos el producto
tensorial de 7'y S como el tensor

P=TRSeV'®..V'V®..eVeaV'®..eV'olV®...oV.
D q r s

cuyas componentes son:

) J1---Jq bids _ t. . Ji--Jq . l1..0ls

ip ky..ky i1 Sky.. Ky

Dy,
Es fécil ver que esta definicién tiene efectivamente caracter tensorial, es decir, que se
comporta bien con el cambio de base.
6.3 Contraccién tensorial.
Definicion 6.2 Sea U un espacio vectorial de dimension n y B una base de U. Sea T

un tensor homogéneo en U, dependiente de r indices. La contraccion de los indices iy,
i; es un sistema dado por:

n
Z t(ih s )ik—17u7ik+17 s ,il_l,/l,’il+1, s 7ir)
p=1
de manera que el tensor obtenido depende de r — 2 indices.

Definicion 6.3 Una contraccion de un tensor T se dice de caracter tensorial o con-
traccion tensorial si se contraen indices de distinta especie.

Lo interesante de las contracciones tensoriales, es que funcionan bien con el cambio
de base. Para comprobar esto basta fijarse que ocurre si escribimos la contracciéon de
dos indices de distinta especie en bases diferentes. Debido en que en la contraccién sélo
intervienen dos indices, trabajaremos con tensores de orden 2.

Supongamos que 1" es un tensor co-contravariante. Entonces se tiene:
n n .
W=t =D O
ty ty v Cuti
p=1 p=1
Teniendo en cuenta que v = C ¢,

y por tanto:
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6.4 Producto contraido.

Definicion 6.4 FEl producto contraido de dos tensores homogéneos T y S es una con-
traccion tensorial del producto tensorial T ® S, de manera que se contraiga un indice de
distinta especie de cada tensor.

7 Simetria y hemisimetria.

Definicion 7.1 Un tensor dependiente de r indices es simétrico en 2 de ellos cuando
al cambiarlos de orden, las componentes siguen siendo iguales.

La simetria es de caracter tensorial si los indices en los que se produce son de la
misma especie.

Definicion 7.2 Un tensor dependiente de r indices es hemisimétrico en 2 de ellos
cuando al cambiarlos de orden, las componentes cambian de signo.

La hemisimetria es de caracter tensorial si los indices en los que se produce son de
la misma especie.
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