Tema I. Capitulo 1. Aplicaciones bilineales y formas cuadraticas.

Part 1

Aplicaciones bilineales y tensores
homogéneos.

1. Aplicaciones bilineales y formas cuadraticas.

1 Aplicaciones bilineales.

Definicion 1.1 Dados tres espacios vectoriales U, V, W sobre el cuerpo IK, una aplicacion
f:UXV —W
se dice que es bilineal si es lineal en cada una de las componentes, es decir:

flaty + Bug, v1) = af (41, 01) + B f (12, 01)
f(ur, vy + Bo2) = af (u1,v1) + Bf (U1, 02)

para cualesquiera o, B € IK, u1,u € U, 01,02 € V.

Definicion 1.2 Una forma bilineal es una aplicacion bilineal en la que el espacio vec-
torial final es el cuerpo IK:

f:UXxV — K, bilineal.

1.1 Expresion matricial de una forma bilineal.

Supongamos que tenemos dos espacios vectoriales U, V' y respectivas bases B1, Ba:
Blz{ﬂl,...,’am}, 32:{171,...,17”}.

Sea f : U x V — IK una forma bilineal. Supongamos que = € U, § € V son vectores
cuyas coordenadas contravariantes con respecto a las bases By, By son:

T = T Uy, gj:yj@j.
Entonces teniendo en cuenta la bilinealidad de f se tiene:
f(@,9) = [, y'v)) = 2"y f (i, 0;)
Por tanto la matriz asociada a f respecto a la base By y B es:

fluy,v1)  f(ug,v2) ... f(u1,on)
f(ag,01)  f(ug,v2) ... f(u2,0,)
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de manera que:

flay,v1)  f(u1,92) ... f(u1,0n) y!
flug,v1)  f(ug,v2) ... f(u2,0,) y"

Fam ) fms) oo faman)) \y
o simplemente
f(jvg) = (x)tFB1B2 (y)

1.2 Cambio de base de la matriz asociada a una forma bi-
lineal.

Supongamos que tenemos dos espacios vectoriales U, V. Supongamos que tenemos las
siguientes bases:

Blz{ﬂl,...,ﬁm}

By = {Q_Jl c.. 17”}
_ _ L Bases de V.
By ={d},...,a,}

By ={vy,...,0,}

A su vez denotaremos las coordenadas de los vectores & € U, § € V en cada una de las
bases de la siguiente forma:

Bases de U,

oordenadas de Z. oordenadas de 7.

Coordenadas de T Coordenadas de g
(x',...,2™) respecto a la base B; (y',...,y") respecto a la base B

(2'1,...,2"™) respecto a la base B} | (y,...,y™) respecto a la base B)

La relacién entre las distintas bases y coordenadas utilizando las matrices de cambio de
base es la siguiente:

(w) = (u)Mp, p; | (V) = (v)Mp,p,
(z) = Mp,p; (') | (y) = Mp,p, (y')

Ademas sabemos que podemos escriibir la aplicacién bilineal f matricialmente bien con
respecto a las bases By, By 6 B{, Bb:

F(@.9) = @) Fo,8,(9) | F(2.9) = (@) Fiy iy ()

Veamos como se relacionan las matrices asociadas a f con respecto a las bases By, Bo y
’ /.

(@) Fp, 5, (y) = (Mp, p (¢")) Fp, 5, Mp, 5, (y') = () (M, ;)" Fp, 5, Mp, 5y (¥)

y por tanto:

— t
Fp gy = (Mp, ;) FB,B,Mp, By

2 Formas bilineales sobre un solo espacio vecto-
rial.

De especial interés son las formas bilineales sobre un mismo espacio vectorial, es decir
apliciones bilineales de la forma:

f:UxU—IK.

Estudiemos sus peculiaridades.
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2.1 Expresion matricial y cambio de base.

Ahora para escribir su expresién matricial basta fijar una tnica base
B ={uy,...,u,}

de U. Tendremos:

fluy,uy)  fluyg,ug) ... f(ug,un)
£(2,5) = (@) Fap(y), donde f(ﬂgaﬁl) f(ﬂg,%) f(ﬂz‘aﬂn)
f(ﬁn',ﬁl) f(a,;,ag) f(an', Un)
En este caso la matriz Fgp también puede denotarse por Fp o simplemente por F, si
indicamos previamente en que base estamos trabajando.

Si tenemos otra base del espacio vectorial U:
B ={u),...,u,}.

el cambio de base se escribe ahora como:

FB’ = (MBB’)tFBMBB’

Como consecuencia de esto deducimos que:

Dos matrices asociadas a una misma forma bilineal
sobre un espacio vectorial U son congruentes.

2.2 Espacio vectorial de formas bilineales en U.

Al conjunto de formas bilineales sobre un mismo espacio vectorial U lo denotamos por
Bil(U). Es facil ver que es un espacio vectorial con las operaciones habituales de suma
de funciones y producto por un escalar.

Veamos cual es su dimensién. Para ello construimos un isomorfismo entre Bil(V) y
M, «n(IK). Fijada una base B de U definimos:

7 Bil(U)
f

My n (IK)

—
— F BB
Esta aplicacion verifica:

- Es lineal, ya que si f,g € Bil(U), o, € Ky &,y € U se tiene:
(af + B9)(@,9) = af(z,9) + Bg(7,9) = a(z)'F(y) + B(2)'G(y) = () (aF + BG)(y)

y por tanto 7(af + Bg) = ar(f) + Br(g).

- Es inyectiva, ya que si dos formas bilineales tienen la misma matriz asociada, son la
misma aplicacién.

- Es sobreyectiva, ya que dada una matriz cuadrada A siempre podemos definir una
forma bilineal cuya matriz asociada en la base B sea A:

f(@,9) = (2)"Ay)

Por tanto dim(Bil(V)) = dim(Mxn(K)) = n?.
3
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2.3 Formas bilineales simétricas y hemisimétricas.

Definicion 2.1 Sea f: U x U — K una forma bilineal. Definimos:

- f es simétrica si f(z,y) = f(y,Z) para cualesquiera Z,y € U.

- f es hemisimétrica ¢ antisimétrica si f(z,y) = — f(y, Z) para cualesquiera T,y €

Al conjunto de formas bilineales simétricas en U lo denotamos por Bilg(U).

Al conjunto de formas bilineales antisimétricas en U lo denotamos por Bils(U).

Veamos algunas propiedades de este tipo de formas bilineales:

1.

Las formas bilineales simétricas son un subespacio vectorial de Bil(U).
Prueba: En primer lugar Bilg(U) # 0 ya que la forma bilineal 0 es simétrica.
Ademsds si f,g € Bilg(U), a, 8 € Ky &,y € U se tiene:
(af +B9)(x,5) =oaf(@.y)+By(,5) =af(y,z)+ Byy,7) =
= (af + B9)(y,7)
y por tanto (af + Bg) € Bilg(U).

Las formas bilineales antisimétricas son un subespacio vectorial de Bil(U).
Prueba: Como antes Bil(U)s # (), porqu la forma bilineal 0 es antisimétrica.
Ademas si f,g € Bila(U), a, € IKy &,y € U se tiene:
(af +B9)(@.y) =af(@y)+ 89T, §) =—af(y,z) - By(y,z) =
= —(af + B9) (¥, 7)
y por tanto (af + Bg) € Bila(U).

Los subespacios Bilg(U) y Bila(U) son suplementarios.
Prueba: Se tiene:
- Bils(U)N Bila(U) = {0} ya que si una forma bilineal es simétrica y antisimétrica
al mismo tiempo, cumple:
[y =fw1)=-fz,9) = [f(z,9)=0
para cualquier z,y € U.

- Cualquier forma bilineal f puede descomponerse como suma de una forma bilineal
simétrica fg y otra antisimétrica fa, definidas como:

Is(@.9) = 3(f(@.9) + /(3,))
Si f es una forma bilineal simétrica la matriz F asociada respecto a cualquier base
de U, B={uy,...,un} es simétrica.
Prueba: Para cualesquiera i, con 1 < 1,5 < n, se tiene:

fig = i, ) = f(uj,u) = fji
Si f es una forma bilineal antisimétrica la matriz F' asociada respecto a cualquier
base de U, B = {uy,...,uU,} es antisimétrica.
Prueba: Para cualesquiera i, con 1 < 14,5 < n, se tiene:

fij = f(wi,u5) = —f(uy, ) = — fji.
4
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3 Formas cuadraticas.

3.1 Definicion.

Definicion 3.1 Damos dos definiciones equivalentes:

1. Dado un espacio vectorial U y una forma bilineal simétrica f : U x U — IK, se
llama forma cuadratica asociada a f a la aplicacion:

w: U — K
z — f(z,)
2. Dado un espacio vectorial U una aplicacion w : U — IK es una forma cuadratica
st cumple:
- w(AZ) = N2w(), para cualesquiera A € K, 7 € U.
- La aplicacion g : U x U — K definida como:
. _ _
9(z.9) = 5(w(@ +7) —w(@) —w(y))

es bilineal y simétrica. A esta aplicacion se le llama forma polar.

Veamos que efectivamente ambas definiciones son equivalentes:

1) = 2).Sif:UxU — K esunaforma bilineal simétrica y w su forma cuadratica
asociada se tiene:

-w(AT) = f(A\E,A\T) = N2 f(Z,7) = Nw(®).
- Tomamos g definida como se indica:
9(z,9) = 3(w@+7) —w@) - w@))
=3(f@+7,7+9) — f(2,7) - [(5.9)) =
=3(f(@.2) + f(2.9) + f(5.2

Por tanto g = f y es bilineal y simétrica.

2) = 1) Ahora basta comprobar que la aplicacién g es la forma bilineal simétrica
cuya forma cuadrética asociada es w:

9(z,7) = %(W(fE +7) —w() — w(1)) = 5(w(27) - (1)) =
= 3 (4w (7) — 2w(7)) = w(T)

Observacion 3.2 De la definicion deducimos que dada un forma bilineal simétrica en U,
tenemos una forma cuddratica y viceversa. Por tanto el conjunto de formas cuadrdticas
en U es un espacio vectorial isomorfo al espacio vectorial de formas bilineales simétricas

Bilg(U).

3.2 Expresion matricial y cambio de base.

Sea U un espacio vectorial y B = {u1,...,u,} una base. Dada una forma cuadratica
w : U — K podemos considerar su forma polar asociada f : U x U — IK. La expresion
matricial de f es:
f(z.9) = (2)'Fp(y)
)
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Por tanto, teniendo en cuenta que w(z) = f(z,Z), la expresién matricial de la forma
cuadratica w es:

w(#) = (2) Fp(x)

La matriz asociada a una forma cuadratica respecto a una base B es por tanto la
matriz asociada a la correspondiente forma polar. Observemos, que como f es una forma
bilineal simétrica, la matriz Fg asociada a una forma cuadratica es una matriz simétrica.

Si ahora tenemos otra base B’ = {u},...,u,} de U, la relacién entre las matrices
asociadas a la forma cuadratica w respecto a las bases B y B’ es la misma que la relacién
entre las matrices asociadas a las correspondientes formas polares, es decir:

Como consecuencia de esto deducimos que:

Dos matrices asociadas a una misma forma cuadratica
sobre un espacio vectorial U son congruentes.

Del hecho de que el rango de una matriz se conserve por congruencia, nos permite
introducir la siguiente definiciéon:

Definicion 3.3 Dada una forma cuadrdtica w se define su rango como el rango de
cualquier matriz asociada.

3.3 Conjugacion.
3.3.1 Vectores conjugados.

Definicion 3.4 Sea w : U — K una forma cuadrdtica y f su forma polar. Dos vectores
Z,y € U se dicen conjugados respecto de w ¢ f si:

f(.f’,ﬂ) =0.

Est4 claro que el vector nulo 0 es conjugado a todos los vectores del espacio vectorial:
f(z,0)=0 para cualquier 7 € U.
Definicion 3.5 Dada w : U — K una forma cuadrdtica, se dice que un vector & € U

es autoconjugado si estd conjugado consigo mismo:

w(@) =0

3.3.2 Subespacios conjugados.

Definiciéon 3.6 Sea w : U — K una forma cuadrdtica. Sea A un subconjunto de U,
se llama conjugado de A y se denota por conj(A) al conjunto de todos los vectores
conjugados respecto w a todos los elementos de A:

conj(A) ={z € U| f(z,a) =0 para todo a € A}.
6
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Veamos algunas propiedades del conjunto conjugado:

1. El conjunto conj(A) es un subespacio vectorial.

Prueba: Estd claro que 0 € conj(A), porque el vector nulo estd conjugado con
cualquier vector. Ademds sean Z,y € conj(A) y «, 5 € IK. Entonces para cualquier
a € A se tiene:

flaz + By,a) = af(z,a) + Bf(g.a) = 0
T
z,y €conj(A) = f(z,a)=f
Y por tanto ax + 5y € conj(A).

2. ACB = conj(B) C conj(A).

Prueba:

=

)
)

z € conj(B) = f(z,

=0, YVbeB =
= f(z,a) =0,

Vae ACB = € conj(A).

QI

3. conj(A) = conj(L(A)).

Prueba: Primero aplicamos la propiedad anterior:
ACL(A) = conj(L(A)) C conj(A).
Veamos la otra inclusién. Sea T € conj(A) e y € L(A). Entonces:
Y= Zaidi con o' € K, a; € A.

Por tanto:

f(‘%?g) = f(:ia Zaia’i) = Zaif(fadi) =0
z €conj(A),a; € A = f(z,a;)=0.
Deducimos que € conj(L(A)).

4. FEl conjugado de un subespacio vectorial es el conjugado de un sistema generador
del mismo.

3.3.3 Nucleo de una forma cuadratica.

Definicion 3.7 Dada una forma cuadrdtica w : U — IK definimos su nicleo como el
conjunto de todos los vectores conjugados a todos los del espacio vectorial:

ker(w) ={z € U| f(z,y) =0, VYye U} =conj(U)

donde f es la forma polar asociada a w.
Veamos algunas propiedades del niclo:

1. El nucleo es un subespacio vectorial.
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2. Dada una base B de U:

ker(w) ={z € U| Fp(z) = (0)}.

Prueba: Basta tener en cuenta que:

f(Z,9) =0, VgeU < (2)'Fp(y)=0, VgecU <= Fp(z)=(0).

3. Todos los vectores del nicleo son autoconjugados. El reciproco no es cierto.

4. dim(ker(w)) = dim(U) — rango(w).

Prueba: Se deduce si tenemos en cuenta que la dimensién de la solucién de un
sistema es la dimension del espacio vectorial menos el numero de ecuaciones inde-
pendientes. Aplicando esto a:

ker(w) ={z € U| Fp(xz) = (0)}

se obtiene la relacién indicada.

3.3.4 Formas cuadraticas ordinarias y degeneradas.

Definicion 3.8 Sea w: U — K una forma cuadrdtica sobre un espacio vectorial U :

ordinaria

s

- w se dice o < ker(w) = {0} < rango(w) = dim(U).
no degenerada

- w se dice degenerada <= ker(w) # {0} < rango(w) < dim(U).

3.4 Diagonalizacion de una forma cuadratica.

Definicion 3.9 Una forma cuadrdtica w : U — IK se dice diagonalizable si existe
una base de U respecto a la cual la matriz asociada a w es diagonal.

Observacion 3.10 Si la matriz de una forma cuadrdtica w : U — K respecto a una
base B es diagonal, entonces su expresion matricial es:

w(Z) = (2)D{x} = di1(a")? + doa(2®)? + ... + dpp(2™)?

Por tanto diagonalizar es equivalente a obtener una expresion de la forma cuadrdtica
como suma de cuadrados.

Definicion 3.11 Dada una forma cuadrdtica w : U — K, se llama base de vectores
conjugados a una base en la que cada vector esta conjugado a todos los demds.

Proposicion 3.12 Sea una forma cuadrdtica w : U — K. Una base B es una base de
vectores conjugados si y solo si la matriz asociada Fp es diagonal.
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Prueba: Sea B = {uy,...,u,}. Recordemos que si f es la forma polar asociada a w, la
matriz asociada es:

(FB)ij = f(ui, 1)
Por tanto:

B base de vectores conjugados <= f(u;,4;) =0, Vi#j <
— (Fp)ij =0, Vi#j <~
<= (Fp) es diagonal.

Vimos que las matrices asociadas a las formas cuadréaticas son simétricas. Ademas el
cambio de base transforma una matriz asociada en otra congruente. Por tanto si Fip es
una matriz asociada a w en cualquier base:

w diagonalizable <= Fp diagonalizable por congruencia

Teniendo en cuenta que toda matriz simétrica es diagonalizable por congruencia de-
ducimos el siguiente teorema:

Teorema 3.13 Toda forma cuadrdtica es diagonalizable. Equivalentemente dada una
forma cuadrdtica siempre existe una base de vectores conjugados.

4 Formas cuadraticas reales.

4.1 Expresion candnica de una forma cuadratica.

Sea w : U — IR una forma cuadratica. Sabemos que siempre es diagonalizable. En
particular existe una base B en la que la matriz asociada es de la forma:

Ll Q|
Fp=| Q|-1,|Q |. (%)
Q] 0 [Q

Definicion 4.1 Se llama signatura de la forma cuadratica w al par de nimeros
naturales (p,q) donde p indica el nimero de elementos positivos en su forma diagonal y
q el numero de elementos negativos:

Sig(w) = (p, q)-
Estos nimeros cumplen p 4+ q = rango(w).
En el siguiente teorema, llamado Ley de inercia de Sylvester se prueba que la

definicién anterior es coherente, es decir, que los nimeros (p,q) no dependen de la base
en la que se diagonalice.

Teorema 4.2 (Ley de inercia de Sylvester) La signatura de una forma cuadrdtica
w:U — R es un invariante, es decir, no depende de la base.
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Prueba: Supongamos que tenemos dos bases de U:
B ={u,...,un}, B' = {dy,...,u,},

respecto a las cuales la matriz asociada a w es diagonal (en la forma (*)).

Supongamos que la signaturas con respecto a las bases B, B’ son respectivamente

(p,q) y (P, q'). Sean:
Uy = E{’L_Ll, c. ,ﬂp}
U2 - E{ﬂ;/+1, ceey ’EL,/,,L}

Si z € Uy NUsy es un vector no nulo se tiene:

zel; = w(@) >0
zelU; = w(@ <0

luego, U; N Us = {0}. En consecuencia:
dim(Uy) + dim(Up) = dim(Uy + Uz) + dim(UyNUz) = p+(n—p)<n = p<yp

Si repetimos el razonamiento inviertiendo los papeles de p y p’ obtenemos p’ < p. Por
tanto:

p=p = q=n—-p=n-p =4¢.

4.2 Clasificacion de formas cuadraticas.

Definicion 4.3 Sea w: U — IR una forma cuadrdtica:

- w es definida positiva <~ w(T)>0, VI#O.

No es definida positiva y

- w es semidefinida positiva <= w(@) >0, V0.

- w es definida negativa — w(?) <0, Vz#0.

No es definida negativa y

- w es semidefinida negativa <= w(@) <0, Yz 0.

- w es indefinida < dz,y#0 conw(z) >0, w(y) <DO0.
Todas estas definiciones pueden hacerse para matrices simétricas reales, si tenemos en

cuenta que cualquier matriz simétrica real determina una forma cuadratica:

Definicién 4.4 Sea A € Myxn(IR) una matriz simétrica real:

10
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- A es definida positiva <= A es congruente con I.
. . . 1|19
- A es semidefinida positiva <= A es congruente con Q .
- A es definida negativa < A es congruente con —1I.
. . . —1|9Q
- A es semidefinida negativa <= A es congruente con ala |
I\ Q|Q
- A es indefinida <= A es congruente con | Q| —1 |
Q Q|Q

Proposicion 4.5 Sea w : U — IR una forma cuadrdtica en un espacio vectorial U
n-dimensional.

- w es definida positiva <~ Sig(w) = (n,0).

- w es semidefinida positiva <= Sig(w)= (p,0) con p < n.

- w es definida negativa — Sig(w) = (0,n).

- w es semidefinida negativa <= Sig(w) = (0,q) con q < n.

- w es indefinida — Sig(w) = (p,q) conp >0, q¢>0.

Prueba: Es una comprobacién inmediata si tenemos en cuenta que si Sig(w) = (p,q) la
expresion de w respecto a una determinada base es:

w(£> _ (331)2 + (.%'2)2 o+ (xp>2 _ (xp+1)2 o (xp+2)2 - (xP+Q)2.
|
Corolario 4.6 (Descripcién de vectores autoconjugados.) Sea w : U — R una
forma cuadrdtica en un espacio vectorial U n-dimensional. Sea Aut(w) el conjunto de
vectores autconjugados. Entonces:
1. Siw es definida positiva o definida negativa entonces Aut(w) = {0}.
2. Siw es semidefinida positiva o semidefinida negativa entonces Aut(w) = ker(w).

3. S w es indefinida, entonces:

(a) Sirango(w) =2 entonces Aut(w) se descompone como producto de dos hiper-
planos que se intersecan en ker(w).

(b) Sirango(w) > 2 entonces Aut(w) es una cuddrica que no puede descomponerse
como producto de hiperplanos.

11
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Prueba: Recordemos que:

Aut(w) = {u € Ulw(u) = 0}.
Si la forma cuadritica es definida positiva (o negativa) entonces w(@) # 0 si @ # 0. Por
tanto Aut(w) = {0}.

Si la forma cuadratica es semidefinida positiva entonces en una determinada base B
sabemos que la matriz asociada Fp es una matriz diagonal con k = rango(w) unos en la
diagonal y n — rango(w) ceros. En tal base:

w((z1, 29, ..., x0)B) = T3 + T3+ ... + 17
siendo k = rango(w).
Entonces:
(£1, T, ..., 2n)p € Aut(w) <= 23+ 224+ .. . +27=0 < z1=x9=... =25 = 0.
Por otra parte un vector (z1,x2,...,z,)s pertence al nicleo si cumple:
(1,22, ,2n)BFB =1(0,0,...,0) <= 1 =29 =... =25, =0

Vemos que efectivamente Aut(w) = ker(w). De manera andloga se estudia el caso en
el que la forma cuadrética es semidefinida negativa.

Finalmente si es indefinida, en la forma diagonalizada aparecen términos positivos y
negativos en la diagonal:

- Si rango(w) = 2 entonces en una determinada base,

w((z1,z2,...,2n)B) = x% — x% = (z1 — z2)(z1 + 2).
Por tanto,
w((z1,z2,...,2p)p) =0 <= 21 —22=062x1 +22=0

y vemos que efectivamente el conjunto de vectores autoconjugados es la unién de dos
hiperplanos, uno determinado por la ecuacién xy — xo = 0 y el otro por x1 + z2 = 0.
Ademas el nicleo esta formado por los vectores que cumple 1 = 22 = 0 que corresponde
justo a la intersecciéon de ambos hiperplanos.

- Si rango(w) > 2 entonces en una base B,

w((xl,xg,...,mn)B):x%—i—...—i—xfo—mzﬂ—...—mgﬂ

con p,qg>1yp+q>2yno hay forma de descomponer ni simplificar la ecuacién:

a;%%—...—l—at?,—l—xgﬂ—...—:c]20+q:0.
|
Proposicion 4.7 Dos matrices congruentes tienen el determinante del mismo signo.
Prueba: Si A y B son congruentes existe una matriz regular C con:
A=CBC'" = |A=|C||B||CY| =|CP*IB] = signo(|A|) = signo(|B|).
|

12
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Teorema 4.8 (Criterio de Sylvester) Sea w: U — R una forma cuadrdtica y F su

matriz asociada respecto a una base B = {uy,...,u,}. Denotamos por:
f fio fu fiz fis
Fy=(fun), k= ( >7 Fy=| fa fa2 foz ], etc...
far fa2
far fa2 fa3
Entonces:
1. w es definida positiva <= |F;| > 0, para todo i =1,...,n.
2. w es definida negativa <= (—1)!|F;| > 0, para todo i =1,...,n.
Prueba:

1. =: Si w es definida positiva en U, lo es en cualquier subespacio
U, = ﬁ{ﬁl, R ,ﬂi}.
La matriz de la forma w restringida a U; es F;. Por ser definida positiva F; es
congruente a Id y por tanto su determinante es positivo.

<=: Supongamos que |F;| > 0, para todo ¢ = 1,...,n. Probaremos por induccién
que w es definida positiva:

- Para n = 1 est4 claro.

- Supongamos que el resultado es cierto para formas cuadraticas sobre espacios
vectoriales de dimensién < n — 1 y veamos que es cierto para dimensién n.

Por hipétesis de inducciéon sabemos que w es definida positiva en el subespacio

vectorial Uy = L{u1,...,Un—1}. Por tanto existe una base B} de Uy respecto a la
cual la matriz asociada a w restringida a U; es la identidad. Consideramos la base:
B' = Bju{u}

La matriz asociada a w respecto a esta base es:

ay

an—1
a1 ... Gp_1 an,

Si diagonalizamos por congruencia obtenemos una matriz congruente a la matriz F’
de w respecto a la base de partida:
0
7 )
C =

0
0 ... 0]%b

Como F'y C son congruentes sus determinates tienen igual signo. Por tanto |C| > 0,
b > 0y la signatura de w es (n,0). Por tanto w es efectivamente definida positiva.

2. Para probar que w es definida negativa <= (—1)!|F;| > 0, para todo i =
1,...,n, tenemos en cuenta que:

w es definida negativa <= —w es definida positiva.

Ahora basta aplicar el apartado anterior.
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