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Definicion de subvariedad afin.

Partimos de un espacio afin euclideo E asociado a un espacio vectorial V dotado de un producto escalar.

Idea: Adaptar el concepto de subespacio vectorial al contexto de un espacio afin.

. ] . Un subespacio vectorial siempre pasa por el origen.
Diferencia esencial:

Una subvariedad afin NO tiene necesariamente que pasar por el origen.

P € E punto
U c V subespacio

Definicidon. Dados [ J se define la subvariedad afin que pasa por P y tiene por direccion el U como

P+ U={P + ulue U}

ESPACIO AFIN ESPACIO VECTORIAL Dimension de una subvariedad afin:

dim(subvariedad) = dim(direccion)

dim(P + U) = dim(U)

P U

dim=0 Punto

dim=1 Recta

dim =2 Plano

dim = dim(E) —1 Hiperplano
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Diferencia entre ecuaciones parameétricas e implicitas.

Idea: Las ecuaciones de un objeto geométrico nos permiten manipularlo y estudiarlo algebraicamente.

Ecuaciones paramétricas. Ecuaciones implicitas.
Obtenemos puntos del objeto dando valores Son un criterio para decidir si un punto pertenece
a uno o varios parametros. o no al objeto geométrico.
PARAMETRICA: (x,y) = (0,1) + A(3,1) IMPLICITAS: x—3y+3=0

A=0
-

(x,y)=(0,1) +0- (3,1)= (0, 1) x-3y+3=2.3.(2)+3=-1
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Ecuaciones de una recta en el plano.

- — — 57 2 7 .
Fijamos una referencia R = {0; 1, U, } en R? Datos: { U= L{ujc R%,u = (p,q)p vector director
B P = (xy,Y0)r punto

ECUACIONES de tipo PARAMETRICO

Ecuacion vectorial. (x,y) = (x9,¥0)+A(p, q) ™ _V
Separando

X = xO + Ap coordenadas
Ecuaciones parametricas y=vo +Aq &/ : ’ : —
Despejar el parametro e igualar 4 = =
ECUACIONES de tipo IMPLICITO P 1
x _@ @/ PUNTO Quitar denominadores y simplificar

Ecuacion continua.

qx —xoq =Py —PYo = qX—py—Xxoq+pye=0
VECTOR DIRECTOR a b ¢
Ecuacidn cartesiana. -
i SR BT S e

ax+by+c=0

/ yd . —
(a,b) vector NORMAL i0JO!. Sélo si B es ortonormal = Py
Ecuacion candnica. N P, = (x3,9,) = axp+by,+c=0
Py =(x1,y1) = axq+by;+c=0 -

X Yy

—+—=1 a(x; —x1)+b(y2—y1)=0

m n >

(a,b)(-(x2 —x1,¥2 —y1) =0 = (a,b) L PP,
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Ecuaciones de una recta en el plano.

Fijamos una referencia R = {0; 1,1, } en R?
B

ECUACIONES de tipo PARAMETRICO

Ecuacion vectorial. (x,¥) = (x0,¥0)+A(p, q)

X=Xx9+Ap

Ecuaciones paramétricas _
P y=yo+4q

ECUACIONES de tipo IMPLICITO

x—xoz}’—)’o
4 q

Ecuacion continua.

Ecuacion cartesiana.

(a,b) fT

ax+by+c=0

/
(a,b) vector NORMAL

i0JO!. Sélo si B es ortonormal

Ecuacion canonica.

X
x .Y _
m n

b

— = 2 = .
Datos: { U= L{u} c R°,u = (p,q)p vectordirector

P = (x9,y0)r punto

_.FI’_/-V'

En todas las ecuaciones:

- Parte vectorial: Son las ecuaciones que manejabamos
para subespacios vectoriales.

- Parte afin. Aparecen unos factores sumados que
reflejan el desplazamiento de los vectores que
podemos hacer a cualquier punto.

.
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Ejemplo 1: Recta en el plano conocido punto y vector director.

Referencia canénica R, = {(0,0); (1,0),(0,1)} en R?
Producto escalar usual.

EJEMPLO 1. Conocido punto y vector director.

ECUACIONES de tipo PARAMETRICO

P = (3,—1) PUNTO P u

e

Ecuacién vectorial. (x,y) = (x9,y0)+A(p, q)

u = (2, 3) vector director

X=x9+Ap

Ecuaciones paramétricas _
P y=yo+4q

\

Ecuacion vectorial.

(x,y) =(3,—1)+A(2,3)

ECUACIONES de tipo IMPLICITO

x=3+4+ 21

Ecuaciones paramétricas

Ecuacion continua * —@/PUNTO
VECTOR DIRETOR

y=-1+321

Ecuacion continua.

Ecuacion cartesiana.
(a,b)
ax+by+c=0

/
(a,b) vector NORMAL

i0JO!. Sélo si B es ortonormal

x—3:y—(—1) PN x—3=y+1
2 3 2 3

Ecuacion cartesiana.

Ecuacion canonica.

3(x—3)=2(y+1)

x 3Ix—9=2y+2 = X — 2
mtn=1 ~ i
’ VECTOR NORMAL: (3, —2)
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Ejemplo 2: Recta en el plano conocido punto y vector normal.

Referencia canénica R, = {(0,0); (1,0),(0,1)} en R?
Producto escalar usual.

EJEMPLO 2. Conocido punto y vector normal.

ECUACIONES de tipo PARAMETRICO

Ecuacién vectorial. (x,y) = (x9,y0)+A(p, q)

X=x9+Ap

Ecuaciones paramétricas _
P y=yo+4q

ECUACIONES de tipo IMPLICITO

L x <(xg)_ y {yoy—— PUNTO
Ecuacion continua.

VECTOR DIRECTOR 0-
Ecuacion cartesiana.

ax+by+c=0

/ , .
(a,b) vector NORMAL jOJO!. Sélo si B es ortonormal

Ecuacion canonica.

b

P = (1,3) PUNTO
n = (2,1) vector normal

—*

T

. . P
Ecuacion cartesiana.

2x + 1y 4@ 0 Imponemos que pase por P = (1, 3)
2:-1+1-3+c=0 = c¢=-5
2x+y—-5=0

Ecuaciones paramétricas

2x+y—5=() = y=5—-2x

xX=A R x=0+14
y=5-2A1 y=5-2A1

P’ = (0,5) PUNTO u = (1, —2) vector director
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Ejemplo 3: Recta en el plano por dos puntos.

Referencia canénica R, = {(0,0); (1,0),(0,1)} en R?
Producto escalar usual.

EJEMPLO 3. Conocidos dos puntos.

ECUACIONES de tipo PARAMETRICO

Ecuacién vectorial. (x,y) = (x9,y0)+A(p, q)

—

PyP,

Py = (3,—1) PUNTO P, -

P, = (5,2) PUNTO

X=x9+Ap

Ecuaciones paramétricas _
P y=yo+4q

U=PyP=(52)-(3,-1)=(23)

(x,y) =(3,—1)+A(2,3)

Ecuacion vectorial.

ECUACIONES de tipo IMPLICITO

Ecuacion continua * —@/PUNTO
VECTOR DIRETOR

Ecuacion cartesiana.
(a,b)
ax+by+c=0

/ , .
(a,b) vector NORMAL jOJO!. Sélo si B es ortonorma

Ecuacion canonica.

Ecuaciones paramétricas x=3+24
y=-1+34
Ecuacion continua.
x—3 y-(C1 | x=3_y+1
2 3 2 3

Ecuacion cartesiana.

3x —2y—11=0

Xy Recta por DOS PUNTOS.
—4=-=1 x_xO_y_yO
m n > Py = (x0,¥0) 5P | Xy — X _y —y
Py = (x1,¥1) ofp [ 71 0 J1 70
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Ecuaciones de una recta en el espacio.

Fijamos una referencia R = {0; U, 1,, U3} en R3 U = L{u} c R®,u = (p, q,r) vector director
— 3
B P = (x9,Y0,Z¢)r € R” punto
ECUACIONES de tipo PARAMETRICO .

u
Ecuacién vectorial. (x,y,2) = (xg, yo,209)+A(p,q, 1) g _V

Ecuaciones paramétricas %
Y=DYo
Z=zy + Ar \ Separar coordenadas
ECUACIONES de tipo IMPLICITO % Despejar el parametro e igualar.
Ecuacién continua. X—Xo|_Y~Yo| |2~ 20 Quitar denominadores y simplificar
p q r i
Por dos puntos. \ 3 ]
Py = (x9, Y0, Zo) X~™X0 _Y~Yo _ 27 %
Py = (x1,¥1,21) X1—X0 Y1—Yo Z1— Z Interseccion >
de
Ecuaciones cartesianas. DOS ecuaciones implicitas dos planos
ax+by+cz+d=0 N2Ec=dim(E)-dim(subvariedad)
ax+by+cz+d =0
y N2Ec=dim(R3)-dim(recta)=3-1=2
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Ejemplo 4. Recta en el espacio por dos puntos.

Candnica R, = {(0,0,0); (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} en R3 EJEMPLO. Recta conocidos dos puntos.

Producto escalar usual. ’ P, = (2,1,0) PUNTO
ECUACIONES de tipo PARAMETRICO
€tpo P, = (3,1,1) PUNTO

P

0 P
1
Ecuacion vectorial. (x,y,2) = (xg, Vo, Zo)+A(p,q, 1)

U=PyP,=(311)-(210) = (1,01

X=Xx9+Ap

y=Yo+4q
Z=2zy+ Ar

Ecuaciones paramétricas

Ecuacidn vectorial. (x,y,z) =(2,1,0)+A(1,0,1)

ECUACIONES de tipo IMPLICITO Ecuaciones x=2+1-2 . x=2+4
- - - Stri =1+0-2 Ly =
Ecuacién continua. X~ X _Y7 Ve _Z7 % parametricas Z —0+1-2 zZ=2

p q r

lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll Ecuacio'n continua.
Por dos puntos.

Poz(xo,y(),zo) X=X Y—DYo Z—2 x—2_y—1_z—0

Py = (x1,1,71) X1—X0 Y1—Yo Z1—Zp 3—-2 1-1-1-0
Ecuaciones cartesianas. DOS ecuaciones implicitas

ax+by+cz+d=0 N2Ec=dim(E)-dim(subvariedad)

ax+by+cz+d =0 N2Ec=dim(R3)-dim(recta)=3-1=2
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Ecuaciones de un plano en el espacio.

Fijamos una referencia R = {0; U, 1,, U3} en R3
~——————
B

Punto: P = (x¢,¥0,2Z0)r
. — = v
Vectores directores: U = L{v,V,} < R

V1 = (P1, 91,718

ECUACIONES de tipo PARAMETRICO

Ecuacion vectorial.
(x! y; Z) — (X(), YOJ ZO) + A(pl: CI1, rl) + I’J'(pZJ qZ! 1"2)

X =Xx9+ Apy +up;

y=Yo+4q1+uq>
Z=12zy+ Arqy + ur,

Ecuaciones paramétricas

ECUACIONES de tipo IMPLICITO

&
h
7

Ecuacion cartesiana. =
X—Xo Y—DYo Z—Z%
P1 91 rq =0
P2 q: rp
()
ax +by+cz+d=0
Ny j0JO!. Sélo si

n = (a, b, c)= vector NORMAL B es ortonormal

\

vy = (2,92, 72)B
Separar
coordenadas

X —Xg = Ap1 +up>
Y= Yo =4Aq: + uq; ;
Z—Zy=Arq + ur,

b

Wy

PyQ 2 v,
Ecuacion por tres puntos.
io = Exo;}’o;zogR 3, = PyP,
= (X1, yZ - e —
1_ 1, Y1,Z1)R 3, = PoP,
P, = (x2,¥2,22)g
X—Xo Y—"DYo Z—2%
X1—X0 Y1— Yo Z1—%29|| =0
X2—=X0 Y2—"Yo 22— %4
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Ecuaciones de un plano en el espacio.

Fijamos una referencia R = {0; U, 1,, U3} en R3
~——————
B

ECUACIONES de tipo PARAMETRICO

Ecuacion vectorial.

Punto: P = (x¢,¥0,2Z0)r
. — = v

Vectores directores: U = L{v,V,} < .
v

V1 = (P1,91,71)B
2 = (P2,92,72)B

Ecuacion canonica.

(x,9,2) = (x9,V0,20) + A(p1,q1,71) + W(P2, 2, 72) Dados los puntos de corte con los ejes. 0z
(0,0,s)
X = xo +Ap1 +up> ¢ (0,n,0)
Ecuaciones paramétricas Y = Yo + 491 + uq; x + y + z _ 1 /).: e
Z=12zy+ Arqy + ur, m n s oY (m,010)
- OX
ECUACIONES de tipo IMPLICITO
Ecuacion cartesiana. n Ecuacién puntos. por tres
X—Xo Y—Yo Z— 2
Py = (x9,Y0,2 > _ D p.
(Pl qi1 7‘1>=0 PO_EoyO OgR vy = PoPy
P2 92 r 1= WY1, 21k Uy = PyP,
) Py = (x2,¥2,22)R
ax+by+cz+d= t=% Y=JYo Z7Z2o
A N— i0JO!. S6lo si X1 ~% Y1=Yo Z1=Zo||=0
T_l) = (a, b, C)= vector NORMAL B es ortonormal X2 —=Xo Y2—Yo Z2 — %y
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Ejemplo: plano paralelo a una recta y pasando por dos puntos dados.

Canénica R, = {(0,0,0); (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} en R3. Producto escalar usual.

_ . : Jx—-y—-1=0
Plano que pasapor4 =(1,0,0),B = (0,1,0) y es paralelo a la recta r de ecuaciones: {Zx _3z44=0
1)AB=B—-A=(0,1,0) —(1,0,0) = (—1,1,0) AB = (-1,1,0)
_Jx—-y—-1=0
2)r= {2x—32+4= 0
Hallar paramétricas resolviendo el sistema. u=(1,1, g)
x=y+1 (x=1+ u
— x3
2x+4 2(y+1)+4 YR ,
ZzZ = =

PLANTEAMIENTO.

3) Plano conocido un punto y dos vectores: A, ﬁ, u

x—1 y—-0 z-0
(—1 1 0 )

3 3 2

1) Vector AB del plano.

2) Vector u director de recta r. -0 = 2x+2y—-6z—-2=0

—

3) Plano: punto Ay dos vectores ﬁ, u.

x+y—-3z—-1=0
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Ejemplo: plano paralelo a una recta y pasando por dos puntos dados.

Canénica R, = {(0,0,0); (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} en R3. Producto escalar usual.

_ . : Jx—-y—-1=0
Plano que pasapor4 =(1,0,0),B = (0,1,0) y es paralelo a la recta r de ecuaciones: {Zx _3z44=0
1)AB=B—A=(0,1,0)-(1,0,0) = (—1,1,0) AB = (-1,1,0)
ez [X-y=1=0 = ni=(1-10
“|2x—3z+4=0 > 7, =(2,0,—-3)

Hallar 1 como p.vectorial de los vectores normales de los planos que contienen a r.

é, @, @
1 -1 0
2 0 -3

—

ﬁ>=n1><n_2)=

= 361+3§>2 +263 ﬁ): (3, 3,2)

PLANTEAMIENTO.

3) Plano conocido un punto y dos vectores: A, ﬁ, u

x—1 y—-0 z-0
(—1 1 0 )

3 3 2

1) Vector AB del plano.

2) Vector u director de recta r.

—0 = 2x+2y—-6z-2=0

—

3) Plano: punto Ay dos vectores ﬁ, u.

x+y—-3z—-1=0
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