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TEMA lI- Espacios vectoriales euclideos.
Capitulo 2. Ortogonalidad.

Subespacios ortogonales. Suplementario ortogonal.
Proyecciones ortogonales.
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Subespacios ortogonales.

Trabajaremos en un Espacio vectorial euclideo = Espacio vectorial U + producto escalar

Definicion. Dos subespacios S, T se dicen ortogonales y se denota por S L T si:

todo vector de S es ortogonal a todo vectorde T VUES WUVET ulLv u-v=0)
Ejemplos. | ORTOGONALES R3
Con el producto escalar usual.
ORTOGONALES
En el plano RZ.
En el espacio R3.
R3

i0JO!. NO SON ORTOGONALES.

Hay vectores en uno de ellos =
que NO son ortogonales a

vectores del otro. =

iNO ORTOGONALES!

ORTOGONALES
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Subespacios ortogonales.

Trabajaremos en un Espacio vectorial euclideo = Espacio vectorial U + producto escalar

Definicidn. Dos subespacios S, T se dicen ortogonales y se denota por S L T si:
YVUES VVET ulv |

<l
<l
Il
=)

todo vector de S es ortogonal a todo vectorde T
/

T ORTOGONALES

Propiedad.
SIT =/5SnT={0}

Prueba: -, ORTOGONALES

uUeESNT = y

= ulu = |[u=0

ORTOGONALES

i0JO!. NO SON ORTOGONALES. iNO ORTOGONALES!

Hay vectores en uno de ellos =
que NO son ortogonales a
vectores del otro. =—
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Subespacios ortogonales.
Trabajaremos en un Espacio vectorial euclideo = Espacio vectorial U + producto escalar

Definicidn. Dos subespacios S, T se dicen ortogonales y se denotapor S L T si:

todo vector de S es ortogonal a todo vector de T VUES VVET ulv (u-v=0)
Propiedad.
— - — COMPLICADO
_ S=L{u1)u21---;up - - i=1,2,..,p
Si — = 5| entonces S 1T < |u; Lvy, .
T %_L{vl,vz, o, VUg} j=12,..,q
Prueba:
= | SuponérmosqueS L T U; €S v, ET = U; L1V
& | Supopeémos que U; LV;, i=12.,p, j=12,.,q
P
ﬁ)ES = ﬁ)=a1ﬁ)1+a2ﬁ)2+"‘+apﬁ)p =2 aiﬁ)i
— — — — q —
veET = vV=byvy+bv;+--+byv, =z bjv;
j=1
u-v-= Z a;u; Z b]v] =ZZaib]-ui-vj=O > | ulv
=1 =1 i=1j=1
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Subespacio suplementario ortogonal.

Definicién. Dado un conjunto de vectores S se llama el ortogonal se S y denota por S* a:

St = {vectores ortogonales atodoslosde S} = {v € U | u - v = 0 para todo u € S}

EXACTAMENTE EL MISMO CONCEPTO YA VISTO.

Para formas bilineales simétricas: subespacio conjugado. Para producto escalar: subespacio ortogonal.

Propiedades subespacio ortogonal:

Propiedades subespacio conjugado:

—y

1) §* es un subespacio vectorial de U.

2)Sc T = Ttcst

1) conj(S) es un subespacio vectorial de U.

2)Sc T = conj(T) c conj(S)

3) conj(L(S)) = conj(s) - \) 3) (L(S))l _ gl
—_ = — 1 —_ = — 1
/ (L{ul,uz, ...,up}) = {ul,uz, ...,up}
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Subespacio suplementario ortogonal.

Definicién. Dado un conjunto de vectores S se llama el ortogonal se S y denota por S* a:

St = {vectores ortogonales atodoslosde S} = {v € U | u - v = 0 para todo u € S}

4) Si U es un espacio vectorial euclideo de dimensién ny S un subespacio entonces S y §* son suplementarios.

Prueba: I

suplementarios < SNs* =10} gL
S+st=U

SN St ={0} Us

nesnst = {%‘Eegl = u-d=0 = |u=0
S+Sst=U
{14, 1y, ..., U,} base ortogonal de S
U - Teorema de la base ortogonal incompleta.

[{ﬁ’l,ﬁz, ,?L’p,ﬁp+1,ﬁp+2, ..., U} base ortogonal de U]

n — p vectores \

l_i] 1 'l_ii i=12,...p j=12,..,q L{ﬁ)p+1,1_l)p+2, ...,l_in} - SJ' = dlm(SJ') > n— P
@)= dim(V) = dim(S + $*) = dim(S) + dim(§*) — dim(S n §*) >Sp+mn—p) —oj—@ = | dim(S + §Y) = dim(U)
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Proyeccidn ortogonal.

ALGEBRA LINEAL |. : ALGEBRA LINEAL II.
Si Sy T son suplementarios se puede hacer la proyeccidn sobre Como Sy §* son suplementarios se puede hacer la proyeccién sobre
S paralelamenteaT. : S paralelamente a S*. Se llama: proyeccién ortogonal sobre S.
p:U->U p:U->U
p(u) =5 p(w) =5
u=i+f u=f+f S
S T S st
Matriz asociada: Matriz asociada:
1) B={5 .;,Eg,fl, Yfg} base de U 1) B={5, .;,E’B,El, .Y..,Zg,} base de U
S T . : S st -
Los vectores de S quedan fijos. : Los vectores de S quedan fijos.
2) N ;2 -
P, = 1 : P, = 1
0. Los vectores de T van al cero. : U Los vectores de S* van al cero.
3) Cambio de base: P; = McgPgMg; i 3) Cambio de base: Pc= McgPgMcs
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Ejemplo. En R3con el producto escalar G, = (1

1 1 1

1 2 5

)_ i) calcular la matriz asociada a la proyeccion ortogonal sobre S = L{(1,0,0)}.

ii) calcular la proyeccién ortogonal de (1,2, —1) sobre S.

Matriz asociada: 2)

1) B = {El, ...,§p, y
S

3) Cambio de base:

Sl

Pc = McpPpM;p

<l

Calculamos S+:

St ={(x,y,z) € R3|(x,y,2) - (1,0,0) = 0} = L{(1,0,—1),(0,1,—1)}

1 1 1\ /1
(x,y,2)-(1,0,0)=0 = *x Y Z)<1 2 2><0>=0

1 2 5

xX+y+z=0 4 Paramétricas. Generadores H z=—-x—-y =>{y=p
Z e —

1) B ={(1,0,0), (}, 0,—-1),(0,1, —14)} base de U
s g

SJ_
1 0 0
0O 0 O

Proyeccion ortogonal de (1, 2, —1) sobre S:

2) 3) Cambio de base:

(3-8 )

[FEEECRENS

S p@) =5

0

X=a

———————————————————————

/1013 0h/1 0 0\/1 1 o0\ /111
BM55=(055 0 1 (0 0 0)<0 0 1) =<0 0 0>=Pc
\0 ii—-1 i-1/\0 0 0/\0 -1 -1 0 00

p(1,2,-1) =(2,0,0)

i

[y e N
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