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Luis Fuentes García (2022). 

TEMA II- Espacios vectoriales euclídeos.
Capítulo 2. Ortogonalidad.

Subespacios ortogonales. Suplementario ortogonal.
Proyecciones ortogonales.
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Subespacios ortogonales.
Trabajaremos en un Espacio vectorial euclídeo = Espacio vectorial 𝑼𝑼 + producto escalar

Definición. Dos subespacios 𝑺𝑺,𝑻𝑻 se dicen ortogonales y se denota por 𝑺𝑺 ⊥ 𝑻𝑻 si:

todo vector de 𝑺𝑺 es ortogonal a todo vector de 𝑻𝑻 𝒖𝒖 ⊥ 𝒗𝒗 ( 𝒖𝒖 ⋅ 𝒗𝒗 = 𝟎𝟎 )∀𝒖𝒖 ∈ 𝑺𝑺 ∀𝒗𝒗 ∈ 𝑻𝑻

Ejemplos.

Con el producto escalar usual.

En el plano 𝑹𝑹𝟐𝟐.

En el espacio𝑹𝑹𝟑𝟑.

𝑹𝑹𝟐𝟐 𝑹𝑹𝟑𝟑

𝑹𝑹𝟑𝟑 𝑹𝑹𝟑𝟑
¡NO ORTOGONALES!

ORTOGONALES

ORTOGONALES

ORTOGONALES¡OJO!. NO SON ORTOGONALES.

Hay vectores en uno de ellos
que NO son ortogonales a 
vectores del otro.
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Subespacios ortogonales.
Trabajaremos en un Espacio vectorial euclídeo = Espacio vectorial 𝑼𝑼 + producto escalar

Definición. Dos subespacios 𝑺𝑺,𝑻𝑻 se dicen ortogonales y se denota por 𝑺𝑺 ⊥ 𝑻𝑻 si:

todo vector de 𝑺𝑺 es ortogonal a todo vector de 𝑻𝑻 𝒖𝒖 ⊥ 𝒗𝒗 ( 𝒖𝒖 ⋅ 𝒗𝒗 = 𝟎𝟎 )∀𝒖𝒖 ∈ 𝑺𝑺 ∀𝒗𝒗 ∈ 𝑻𝑻

𝑹𝑹𝟐𝟐 𝑹𝑹𝟑𝟑

𝑹𝑹𝟑𝟑 𝑹𝑹𝟑𝟑
¡NO ORTOGONALES!

ORTOGONALES

ORTOGONALES

ORTOGONALES¡OJO!. NO SON ORTOGONALES.

Hay vectores en uno de ellos
que NO son ortogonales a 
vectores del otro.

Propiedad.
𝑺𝑺 ⊥ 𝑻𝑻 𝑺𝑺 ∩ 𝑻𝑻 = {𝟎𝟎}

Prueba:

𝒖𝒖 ∈ 𝑺𝑺 ∩ 𝑻𝑻

𝒖𝒖 ⊥ 𝒖𝒖

�
𝒖𝒖 ∈ 𝑺𝑺
𝑦𝑦

𝒖𝒖 ∈ 𝑻𝑻
⇒

⇒ ⇒ 𝒖𝒖 = 𝟎𝟎

⇒
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Subespacios ortogonales.
Trabajaremos en un Espacio vectorial euclídeo = Espacio vectorial 𝑼𝑼 + producto escalar

Definición. Dos subespacios 𝑺𝑺,𝑻𝑻 se dicen ortogonales y se denota por 𝑺𝑺 ⊥ 𝑻𝑻 si:

todo vector de 𝑺𝑺 es ortogonal a todo vector de 𝑻𝑻 𝒖𝒖 ⊥ 𝒗𝒗 ( 𝒖𝒖 ⋅ 𝒗𝒗 = 𝟎𝟎 )∀𝒖𝒖 ∈ 𝑺𝑺 ∀𝒗𝒗 ∈ 𝑻𝑻

Propiedad.

𝑺𝑺 ⊥ 𝑻𝑻 𝒖𝒖𝒊𝒊 ⊥ 𝒗𝒗𝒋𝒋,Si    �
𝑺𝑺 = 𝐿𝐿{𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐, … ,𝒖𝒖𝒑𝒑}
𝑻𝑻 = 𝐿𝐿{𝒗𝒗𝟏𝟏,𝒗𝒗𝟐𝟐, … ,𝒗𝒗𝒒𝒒}

entonces ⇔ 𝒊𝒊 = 𝟏𝟏,𝟐𝟐, … ,𝒑𝒑
𝒋𝒋 = 𝟏𝟏,𝟐𝟐, … ,𝒒𝒒

Prueba:
⇒ 𝒖𝒖𝒊𝒊 ∈ 𝑺𝑺 𝒗𝒗𝒋𝒋 ∈ 𝑻𝑻Suponemos que 𝑺𝑺 ⊥ 𝑻𝑻 ⇒ 𝒖𝒖𝒊𝒊 ⊥ 𝒗𝒗𝒋𝒋

⇐ Suponemos que   𝒖𝒖𝒊𝒊 ⊥ 𝒗𝒗𝒋𝒋,      𝒊𝒊 = 𝟏𝟏,𝟐𝟐, … ,𝒑𝒑,      𝒋𝒋 = 𝟏𝟏,𝟐𝟐, … ,𝒒𝒒

𝒖𝒖 ∈ 𝑺𝑺 𝒖𝒖 = 𝒂𝒂𝟏𝟏𝒖𝒖𝟏𝟏 + 𝒂𝒂𝟐𝟐𝒖𝒖𝟐𝟐 + ⋯+ 𝒂𝒂𝒑𝒑𝒖𝒖𝒑𝒑 = �
𝒊𝒊=𝟏𝟏

𝒑𝒑
𝒂𝒂𝒊𝒊𝒖𝒖𝒊𝒊

𝒗𝒗 ∈ 𝑻𝑻 𝒗𝒗 = 𝒃𝒃𝟏𝟏𝒗𝒗𝟏𝟏 + 𝒃𝒃1𝒗𝒗𝟐𝟐 + ⋯+ 𝒃𝒃𝒒𝒒𝒗𝒗𝒒𝒒 = �
𝒋𝒋=𝟏𝟏

𝒒𝒒
𝒃𝒃𝒋𝒋𝒗𝒗𝒋𝒋

𝒖𝒖 ⋅ 𝒗𝒗 = �
𝒊𝒊=𝟏𝟏

𝒑𝒑
𝒂𝒂𝒊𝒊𝒖𝒖𝒊𝒊 �

𝒋𝒋=𝟏𝟏

𝒒𝒒
𝒃𝒃𝒋𝒋𝒗𝒗𝒋𝒋 = �

𝑖𝑖=1

𝑝𝑝

�
𝑗𝑗=1

𝑞𝑞

𝒂𝒂𝒊𝒊𝒃𝒃𝒋𝒋 𝒖𝒖𝒊𝒊 ⋅ 𝒗𝒗𝒋𝒋 = 𝟎𝟎

⇒

⇒

𝒖𝒖 ⊥ 𝒗𝒗⇒

COMPLICADO

SENCILLO
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Subespacio suplementario ortogonal.
Definición. Dado un conjunto de vectores 𝑺𝑺 se llama el ortogonal se 𝑺𝑺 y denota por 𝑺𝑺⊥ a:

𝑺𝑺⊥ = 𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯 𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐨𝐨𝐯𝐯𝐨𝐨𝐨𝐨𝐨𝐨𝐯𝐯𝐯𝐯 𝐨𝐨 𝐯𝐯𝐯𝐯𝐭𝐭𝐯𝐯𝐯𝐯 𝐨𝐨𝐯𝐯𝐯𝐯 𝐭𝐭𝐯𝐯 𝑺𝑺 = 𝒗𝒗 ∈ 𝑼𝑼 𝒖𝒖 ⋅ 𝒗𝒗 = 𝟎𝟎 para todo 𝒖𝒖 ∈ 𝑺𝑺}

𝑹𝑹𝟐𝟐

𝑺𝑺
𝑺𝑺⊥

𝑹𝑹𝟑𝟑

𝑺𝑺

𝑺𝑺⊥
𝑹𝑹𝟑𝟑

𝑺𝑺
𝑺𝑺⊥

Propiedades subespacio conjugado:

1) 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒋𝒋 𝑺𝑺 es un subespacio vectorial de 𝑼𝑼. 

2) 𝑺𝑺 ⊂ 𝑻𝑻 ⇒ 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒋𝒋 𝑻𝑻 ⊂ 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒋𝒋 𝑺𝑺

3) 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒋𝒋 𝑳𝑳 𝑺𝑺 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒋𝒋 𝑺𝑺

1) 𝑺𝑺⊥ es un subespacio vectorial de 𝑼𝑼. 

2) 𝑺𝑺 ⊂ 𝑻𝑻 ⇒ 𝑻𝑻⊥ ⊂ 𝑺𝑺⊥

3) 𝑳𝑳 𝑺𝑺 ⊥ = 𝑺𝑺⊥

𝐿𝐿 𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐, … ,𝒖𝒖𝒑𝒑
⊥ = 𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐, … ,𝒖𝒖𝒑𝒑

⊥

Propiedades subespacio ortogonal:

Para formas bilineales simétricas: subespacio conjugado.

EXACTAMENTE EL MISMO CONCEPTO YA VISTO.

Para producto escalar: subespacio ortogonal.

𝑺𝑺𝑻𝑻

𝑺𝑺⊥𝑻𝑻⊥
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Subespacio suplementario ortogonal.
Definición. Dado un conjunto de vectores 𝑺𝑺 se llama el ortogonal se 𝑺𝑺 y denota por 𝑺𝑺⊥ a:

𝑺𝑺⊥ = 𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯 𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐯𝐨𝐨𝐯𝐯𝐨𝐨𝐨𝐨𝐨𝐨𝐯𝐯𝐯𝐯 𝐨𝐨 𝐯𝐯𝐯𝐯𝐭𝐭𝐯𝐯𝐯𝐯 𝐨𝐨𝐯𝐯𝐯𝐯 𝐭𝐭𝐯𝐯 𝑺𝑺 = 𝒗𝒗 ∈ 𝑼𝑼 𝒖𝒖 ⋅ 𝒗𝒗 = 𝟎𝟎 para todo 𝒖𝒖 ∈ 𝑺𝑺}

4) Si 𝑼𝑼 es un espacio vectorial euclídeo de dimensión 𝒄𝒄 y 𝑺𝑺 un subespacio entonces 𝑺𝑺 y 𝑺𝑺⊥ son suplementarios.   

Prueba:

{𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐, … ,𝒖𝒖𝒑𝒑} base ortogonal de 𝑺𝑺

{𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐, … ,𝒖𝒖𝒑𝒑,𝒖𝒖𝒑𝒑+𝟏𝟏,𝒖𝒖𝒑𝒑+𝟐𝟐, … ,𝒖𝒖𝒄𝒄} base ortogonal de 𝑼𝑼

𝒖𝒖𝒋𝒋 ⊥ 𝒖𝒖𝒊𝒊 𝒊𝒊 = 𝟏𝟏,𝟐𝟐, … ,𝒑𝒑 𝒋𝒋 = 𝟏𝟏,𝟐𝟐, … ,𝒒𝒒

𝒄𝒄 = dim 𝑼𝑼 ≥ dim 𝑺𝑺 + 𝑺𝑺⊥ = dim 𝑺𝑺 + dim 𝑺𝑺⊥ − dim 𝑺𝑺 ∩ 𝑺𝑺⊥ ≥ 𝒑𝒑 + 𝒄𝒄 − 𝒑𝒑 − 𝟎𝟎 = 𝒄𝒄

suplementarios ⇔ � 𝑺𝑺 ∩ 𝑺𝑺⊥ = {𝟎𝟎}
𝑺𝑺 + 𝑺𝑺⊥ = 𝑼𝑼

𝑳𝑳 𝒖𝒖𝒑𝒑+𝟏𝟏,𝒖𝒖𝒑𝒑+𝟐𝟐, … ,𝒖𝒖𝒄𝒄 ⊂ 𝑺𝑺⊥ dim 𝑺𝑺⊥ ≥ 𝒄𝒄 − 𝒑𝒑

𝒅𝒅𝒊𝒊𝒅𝒅(𝑺𝑺 + 𝑺𝑺⊥) = 𝒅𝒅𝒊𝒊𝒅𝒅(𝑼𝑼)

𝒖𝒖 ∈ 𝑺𝑺 ∩ 𝑺𝑺⊥ 𝒖𝒖 ⋅ 𝒖𝒖 = 𝟎𝟎�𝒖𝒖 ∈ 𝑺𝑺
𝒖𝒖 ∈ 𝑺𝑺⊥

⇒ ⇒ 𝒖𝒖 = 𝟎𝟎

𝑺𝑺 ∩ 𝑺𝑺⊥ = {𝟎𝟎}

⇒

𝑺𝑺 + 𝑺𝑺⊥ = 𝑼𝑼

Teorema de la base ortogonal incompleta.

𝒖𝒖𝟑𝟑

𝒖𝒖𝟐𝟐

𝒖𝒖𝟏𝟏

𝑺𝑺

𝑺𝑺⊥

⇒

⇒
𝒄𝒄 − 𝒑𝒑 vectores

= =
⇒
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Proyección ortogonal.

Si 𝑺𝑺 y 𝑻𝑻 son suplementarios se puede hacer la proyección sobre
𝑺𝑺 paralelamente a 𝑻𝑻.  

Como 𝑺𝑺 y 𝑺𝑺⊥ son suplementarios se puede hacer la proyección sobre
𝑺𝑺 paralelamente a 𝑺𝑺⊥. Se llama: proyección ortogonal sobre 𝑺𝑺.

𝒑𝒑:𝑼𝑼 → 𝑼𝑼

𝒖𝒖 = 𝒔𝒔 + �⃗�𝒕

𝒑𝒑 𝒖𝒖 = 𝒔𝒔

𝑷𝑷𝑪𝑪 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑪𝑪𝑷𝑷𝑪𝑪𝑴𝑴𝑪𝑪𝑪𝑪
−𝟏𝟏

𝒑𝒑:𝑼𝑼 → 𝑼𝑼

𝒖𝒖 = 𝒔𝒔 + �⃗�𝒕

𝒑𝒑 𝒖𝒖 = 𝒔𝒔

𝑪𝑪 = {𝒔𝒔𝟏𝟏, … , 𝒔𝒔𝒑𝒑, �⃗�𝒕𝟏𝟏, … , �⃗�𝒕𝒒𝒒} base de 𝑼𝑼

� �

𝑺𝑺 𝑺𝑺⊥
𝑪𝑪 = {𝒔𝒔𝟏𝟏, … , 𝒔𝒔𝒑𝒑, �⃗�𝒕𝟏𝟏, … , �⃗�𝒕𝒒𝒒} base de 𝑼𝑼

� �

𝑺𝑺 𝑻𝑻

𝑷𝑷𝑪𝑪 =
𝟏𝟏

𝟏𝟏
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝑷𝑷𝑪𝑪 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑪𝑪𝑷𝑷𝑪𝑪𝑴𝑴𝑪𝑪𝑪𝑪
−𝟏𝟏

ÁLGEBRA LINEAL I. ÁLGEBRA LINEAL II.

𝑺𝑺 𝑻𝑻

𝑷𝑷𝑪𝑪 =
𝟏𝟏

𝟏𝟏
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝑺𝑺

𝑻𝑻

𝒖𝒖

𝒑𝒑 𝒖𝒖 = 𝒔𝒔
�⃗�𝒕

Matriz asociada:

1)

2)

3) Cambio de base:

Los vectores de 𝑺𝑺 quedan fijos.

Los vectores de 𝑻𝑻 van al cero.

𝑺𝑺 𝑺𝑺⊥

𝑺𝑺⊥

𝑺𝑺
𝒑𝒑 𝒖𝒖 = 𝒔𝒔

𝒖𝒖
�⃗�𝒕

Matriz asociada:
1)

2)

3) Cambio de base:

Los vectores de 𝑺𝑺 quedan fijos.

Los vectores de 𝑺𝑺⊥ van al cero.
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Ejemplo. En 𝑹𝑹𝟑𝟑con el producto escalar 𝑮𝑮𝑪𝑪 =
𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟏𝟏 𝟐𝟐 𝟐𝟐
𝟏𝟏 𝟐𝟐 𝟓𝟓

:
i) calcular la matriz asociada a la proyección ortogonal sobre 𝑺𝑺 = 𝑳𝑳 𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎 .

ii) calcular la proyección ortogonal de (𝟏𝟏,𝟐𝟐,−𝟏𝟏) sobre 𝑺𝑺.

Calculamos 𝑺𝑺⊥: 

𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 ⋅ 𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎 = 𝟎𝟎 𝒙𝒙 𝒚𝒚 𝒛𝒛
𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟏𝟏 𝟐𝟐 𝟐𝟐
𝟏𝟏 𝟐𝟐 𝟓𝟓

𝟏𝟏
𝟎𝟎
𝟎𝟎

= 𝟎𝟎

𝒛𝒛 = −𝒙𝒙 − 𝒚𝒚𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 + 𝒛𝒛 = 𝟎𝟎 �
𝒙𝒙 = 𝜶𝜶
𝒚𝒚 = 𝜷𝜷
𝒛𝒛 = −𝜶𝜶 − 𝜷𝜷

𝑺𝑺⊥ = { 𝐱𝐱, 𝐲𝐲, 𝐳𝐳 ∈ 𝑹𝑹𝟑𝟑 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛 ⋅ 𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎 = 𝟎𝟎 = 𝑳𝑳{ 𝟏𝟏,𝟎𝟎,−𝟏𝟏 , (𝟎𝟎,𝟏𝟏,−𝟏𝟏)}

1) 𝑪𝑪 = { 𝟏𝟏,𝟎𝟎,𝟎𝟎 , 𝟏𝟏,𝟎𝟎,−𝟏𝟏 , (𝟎𝟎,𝟏𝟏,−𝟏𝟏)} base de 𝑼𝑼

�

𝑺𝑺 𝑺𝑺⊥

𝑷𝑷𝑪𝑪 =
𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟎𝟎

3) Cambio de base:

𝑷𝑷𝑪𝑪 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑪𝑪𝑷𝑷𝑪𝑪𝑴𝑴𝑪𝑪𝑪𝑪
−𝟏𝟏 =

𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟏𝟏
𝟎𝟎 −𝟏𝟏 −𝟏𝟏

𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟎𝟎

𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟏𝟏
𝟎𝟎 −𝟏𝟏 −𝟏𝟏

−𝟏𝟏

=
𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟎𝟎

= 𝑷𝑷𝑪𝑪

𝑷𝑷𝑪𝑪
𝟏𝟏
𝟐𝟐

−𝟏𝟏
=

𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐

−𝟏𝟏
=

𝟐𝟐
𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝑪𝑪 = {𝒔𝒔𝟏𝟏, … , 𝒔𝒔𝒑𝒑, �⃗�𝒕𝟏𝟏, … , �⃗�𝒕𝒒𝒒}

� �

𝑺𝑺 𝑺𝑺⊥
𝑷𝑷𝑪𝑪 = 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑪𝑪𝑷𝑷𝑪𝑪𝑴𝑴𝑪𝑪𝑪𝑪

−𝟏𝟏𝑷𝑷𝑪𝑪 =
𝟏𝟏

𝟏𝟏
𝟎𝟎

𝟎𝟎

Matriz asociada:
1)

2) 3) Cambio de base:

2)

Proyección ortogonal de (𝟏𝟏,𝟐𝟐,−𝟏𝟏) sobre 𝑺𝑺: 𝒑𝒑 𝟏𝟏,𝟐𝟐,−𝟏𝟏 = (𝟐𝟐,𝟎𝟎,𝟎𝟎)

Paramétricas. Generadores

⇒

⇒
Implícita.

𝑺𝑺⊥

𝑺𝑺

𝒖𝒖

𝒑𝒑 𝒖𝒖 = 𝒔𝒔
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