ALGEBRA LINEAL 11 Soluciones a la practica 16
Cuadricas (Curso 2010-2011)

NOTA: Todos los problemas se suponen planteados en el espacio afin euclideo dotado de un sistema cartesiano
rectangular.

1.— Clasificar y esbozar un dibujo de la cuddrica

2zy — 6 + 10y + 2z — 31 = 0.

La matriz asociada es:

01 0 -3
10 0 5
A=l 00 0o 12
-3 5 1/2 -31

Hacemos transformaciones por congruencia para clasificarla:

21 0 2 2 0 0 0 2 0 0 0

1 0 O ) 0 -1/2 0 4 0 -1/2 0 0
A—s — —

0 0 O 1/2 0 0 0 1/2 0 0 0 1/2

2 5 1/2 =31 0 4 1/2 -33 0 0 1/2 -1

Vemos que no podemos seguir diagonalizando sin utilizar la cuarta fila. Se trata por tanto de una
cuddrica de tipo parabdlico. Como el determinante de |A| es no nulo y la signatura de T es (4, —,0),
se trata de un paraboloide hiperbdlico.

(Examen extraordinario, diciembre 2006)



problema?2 Clasificar la cuddrica de ecuacion:

522 + 2 + 22 — 2wy + 222 — 6yz 4+ 22+ 4y — 62+ 1 =0.

Escribimos la matriz asociada a la cuadrica y la diagonalizamos por congruencia, teniendo en cuenta que la
dltima fila no puede ser sumada a las demads, ni multiplicada por un nimero, ni cambiada de posicién.

5 —1 1 1 1 -1 -3 2 1 0 0 0
-1 1 -3 2 . -1 5 1 1 . 0 4 -2 3 .
1 -3 1 -3 -3 1 1 -3 0 —2 -8 3
1 2 -3 1 2 1 -3 1 0 3 3 -3
1 0 0 0 1 0 0 0
0 4 0 0 0 4 0 0
— —
0 0 -9 9/2 0 0 -9 0
0 0 9/2 —-21/4 0 0 0 -3
Vemos que la signatura es (+,+, —; —) y por tanto se trata de un hiperboloide de una hoja.

2.— Escribir la ecuacién de:
(a) una cuddrica no degenerada que no contenga elipses.
Un parabololide hiperbdlico:
w2 —y? —22=0.
(b) una cuddrica no degenerada que contenga elipses e infinitas rectas.
Un hiperboloide de una hoja:
24y — 22 —1=0.
(¢) una cuddrica que contenga elipses, pardbolas e hipérbolas.

Un cono real:
22 % — 2% =0.

4.— Consideramos la familia de cuddricas de R®:
Qa8 : 22+ az? + 28z + 20y + 262 =0
Clasificar en funcion de a y 3 las diferentes cuddricas que pueden aparecer.

Las matrices asociadas a estds cuddricas son:

1 00 p
o o0 0 B
Aa’ﬁ_OOaﬁ
g B B 0

Para clasificarlas la diagonalizamos por congruencia, teniendo en cuenta que la ultima fila no puede ser
cambiada de posicién, ni sumada a las demés, ni multiplicada por un ntmero:

Haiy(—B) (1] 8 8 g

va1(—0)
Adap =" 0 « 3
0 8 B —p

Si B # 0 no se puede diagonalizar. El tipo de cuadrica depende de la signatura de la matriz de términos
cuadraticos:

10
To.=10 0
0 0

Q oo



Donde:

- Si a > 0, la signatura de T es (+, +,0) y se trata de un paraboloide eliptico.

- Si a =0, la signatura de T" es (+,0,0) y se trata de un cilindro parabdlico.

- Si @ < 0, la signatura de T es (+,—,0) y se trata de un paraboloide hiperbdlico.
Si 6 =0, la matriz A, queda:

oo o
o O oo
o0 oo
(el en e s}

Ahora:

- Si a > 0 se trata de dos planos imaginarios cortandose en una recta real.
- Si a = 0 se trata de un plano doble.

- Si a < 0 se trata de dos planos reales cortdndose en una recta.

Resumimos la clasificacién en la siguiente tabla:

p=0 B#0
a>0 Paraboloide eliptico Planos imaginarios secantes
a=0 Cilindro parabdlico Plano doble
a < 0 Paraboloide hiperbélico Planos reales secantes

(Examen final, diciembre 2005)
En el espacio euclideo y respecto de una referencia rectangular, se consideran las cuddricas que admiten
por ecuaciones:

2?2 =22 +az? =202+ 292+22+1=0, con acIR.

Clasificar dichas cuddricas segun los distintos valores de a.

Escribimos la matriz asociada y la diagonalizamos por congruencia, teniendo en cuenta que la tltima
fila no puede ser movida ni sumada a las demés:

10 —1 I\ g pmy (1 0O 0 0 1 0 0 0
0 -2 1 0 Hai (5 Dpar(=1) 0 -2 1 0 Ha(1/2)p32(1/2) 0 -2 0 0
-1 1 a O 0 1 a—11 0 0 a—-1/2 1
1 0 01 0 O 1 0 0 0 1 0
Si a # 1/2 se puede seguir diagonalizando:
1 0 0 0
H32(—1/i1)—1/2))#32(—1/£>—1/2)) 0 -2 0 0
0 0 a—1/2 0
0 O 0 —1/(a—1/2)
Vemos como varian los signos de los términos de la diagonal:
- Si a < 1/2, entonces los signos son (+,—,—;+) o equivalentemente (+,4,—;—). Se trata de un
hiperboloide de una hoja.
- Si a > 1/2, entonces los signos son (+, 4+, —; —). Se trata de un hiperboloide de una hoja.

- Si a = 1/2, no se puede seguir diagonalizando. La signatura de la matriz de términos cuadréticos es
(+,—,0). Se trata de un paraboloide hiperbdlico.

(Examen final, septiembre 2006)



6.— En el espacio afin y con respecto a una referencia rectangular se consideran las cuddricas de ecuaciones:
ar® + (1 —a)y? + a2’ +2(1 — a)xz + 2 +22+3 =0,

con a € R. Clasificar las cuddricas en funcién del pardmetro a.

La matriz asociada a la cuadrica es:

a 0 l1—a 1
0 1—a 0 0
4= 1—a 0 a 1
1 0 1 3

Para clasificarla hacemos congruencia teniendo en cuenta que la ultima fila no puede ser movida ni
sumada a las demas.

1—a 0 0 0 1—a 0 0 O
A @)2} 0 a l1—a 1 H&Q)Vi(l,) 0 a 1 1 @}ﬁ

0 1—a a 1 0 1 2 2
0 1 1 3 0 1 2 3

1—a 0 0 O 1—a O 0 0

. 0 2 1 2 H32(—1&?42(—1)#32(—1@42(—1) 0 2 0 0

0 1 a 1 0 0 a—1/2 0

0 2 1 3 0 0 0 1

Distinguimos los distintos casos dependiendo de los valores de a para los cuales los términos de la
diagonal se anulan:

- Si a < 1/2 entonces la signatura es (+,+, —; +). Se trata de un hiperboloide de dos hojas.
- Si a = 1/2 entonces la signatura es (+,+,0;+). Se trata de un cilindro imaginario.

- Si1/2 < a < 1 entonces la signtaura es (+, 4+, +;+). Se trata de una elipse imaginaria.

- Si a = 1 entonces la signatura es (+,+,0;+). Se trata de un cilindro imaginario.

- Si a > 1 entonces la signatura es (+, 4, —;+). Se trata de un hiperboloide de dos hojas.

7.— Para las siguientes cuddricas, se pide clasificarlas, determinar sus ecuaciones reducidas, si estdn
formadas por planos hallar sus ecuaciones y calcular, en los casos en que existan: centros, puntos
singulares, planos principales, ejes y vértices.

(a) 222 —2yz — 42 +82+10=0
(b) 22 + 4% + 322 — 22y + 622 + 6yz —4dx —8y —4 =0
(c) 2?2 + 92 + 22 +222+ 60 +4y+22+13=0

(d

zy—1=0
(e) 42 + y? + 422 + 4wy — 8xz — dyz — 62 — 12y — 122 =0
(f) 222 +3y* + 322 +2y2 =0
(g) > +9y? + 22+ 20y +222+2yz— 32— 3y —32+2=0

Para la cuddrica del apartado (a), calcular ademds: el cono tangente desde el punto (1,0,0), el polo del
plano y — 3z — 12 =0 y el plano tangente por el punto (0,9,1).

(a) La matriz de la cuddrica y la de términos cuadréticos son respectivamente:

A= ; T'=10 0 —1
0 -1 0 4 0 -1 4
-2 0 4 10



Calculamos los autovalores de T

T - M|=0 <= (2-M)(\—-1)=0

Quedan 2,1,—1. Ademé&s det(A) = —16, por tanto la signatura es +,+,—,+ y se trata de un

hiperboloide de 2 hojas. Como ningtn par de autovalores son iguales, no es de revolucion.
La forma reducida es:
2x/2+y/2—2/2+k:0 Qx/2+y12—212+8:0

donde k se obtiene teniendo en cuenta que det(A) =2-1-(-1) - k.

- El centro es:
(a,b,¢,1)A=(0,0,0,h) = (a,b,c)=(1,4,0)

- No hay puntos singulares.
- Para calcular los planos principales hallamos los autovectores:

(z,y,2)(T—-21)=0 = (x,y,2)|/(1,0,0)
(x,y,2)(T—=11)=0 = (z,9,2)]/(0,1,-1)
(,y,2)(T+1I)=0 = (z,y,2)]/(0,1,1)

Los planos principales son sus conjugados:

(1,0,0,0)A(z,y,2, 1)) =0 <= v —-1=0
(0,1,-1,0)A(z,y,2,1) =0 <= y—2—-4=0
(0,1,1,0)A(z,y,2,1)! =0 <= y+2—-4=0

- Los ejes son la interseccién de estos planos dos a dos:

r—1=0 r—1=0 y—z—4=0
y—z—-4=0" y+2—-4=0" y+2—-4=0"

siendo el primero de ellos el eje correspondiente al autovalor negativo.

- Los unicos vértices son la interseccion del eje correspondiente al autovalor negativo con la cuddrica:

z—1=0 9
; N 2z —2yz—4x+82+10=0
y—z—4=0

Sustituyendo las primeras ecuaciones en la segunda queda:
22=4

y los vértices son:

(1,6,2); (1,2,-2)

La matriz de la cuddrica y la de términos cuadraticos son respectivamente:

R 113

A= . T=[-1 1 3
3 3 3 0 3 3 3
-2 -4 0 -4

Calculamos los autovalores de T

IT—AM|=0 < (2-=M)A=6)(A+3)=0



Quedan 6,2, —3. Ademés det(A) = 72, por tanto la signatura es +, +, —, — y se trata de un hiperboloide
de 1 hoja. Como ningiin par de autovalores son iguales, no es de revolucién.

La forma reducida es:
622 +2y% - 322 +k=0 = 27 +9y*-2%2-2=0

donde k se obtiene teniendo en cuenta que det(A) =6-2-(—3) - k.
- El centro es:
(a,b,¢,1)A=(0,0,0,h) = (a,b,c)=(-1,0,0)
- No hay puntos singulares.
- Para calcular los planos principales hallamos los autovectores:
(z,y,2)(T—61)=0 = (x,y,2)||(1,1,2)
(may7z)(T_2I):O = (x,y,z)||(1,—1,0)
(,y,2)(T+3)=0 = (z,9,2)]|(1,1,-1)
Los planos principales son sus conjugados:
(1,1,2,0)A(z,y,2, 1)) =0 <= v+y+22—-1=0
(1,-1,0,0)A(z,y,2,1)! =0 <= 2 —y+1=0
(1,1,-1,0)A(z,y,2,1)) =0 <= z+y—2+2=0

- Los ejes son la interseccién de estos planos dos a dos:

r+y+22-1=0 r+y+22-1=0 r—y+1=0
r—y+1=0" r+y—2+2=0" r+y—2+2=0"

siendo los dos ultimos el eje correspondientes a los autovalores positivos.

- Los tnicos vértices son la interseccion de los ejes correspondientes a los autovalores positivos con la
cuédrica:

r4+y+22—-1=0
{ Y ; N 2?24+ 9% +322 — 22y 4622+ 6yz —4x — 8y —4 =0

r+y—2+2=0"
Sustituyendo las primeras ecuaciones en la segunda queda:
20 +4r+1=0

y los vértices son:

-2+V2 -2 -2-v2 V2
(—— 1) (—— 51
2 2 2 2
Ahora intersecamos con el otro eje:
r—y+1=0 9 9 9
; N x4y +32° — 22y +6xz+6yz —4xr —8y—4=0
{ r+y—2+2=0 Y Y Y Y
Sustituyendo las primeras ecuaciones en la segunda queda:
36y° —2=0

y los vértices son:

V2-6 V2 V243 —V2-6 —vV2 —V2+3
(6’?’3)’ (6’6’ 3)



(¢) La matriz de la cuddrica y la de términos cuadraticos son respectivamente:

A= o T=[0 1 0
101 1 Lo
3 2 1 13

Calculamos los autovalores de T':
T —M|=0 < (1-XM)A(A—2)=0

Quedan 2,1,0. Ademds det(A) = —4, por tanto no es diagonalizable y se trata de un paraboloide
eliptico. Como ningin par de autovalores son iguales, no es de revolucién.

La forma reducida es:
2% +y? —2%z=0 < 227 +y?-2/22=0

donde k se obtiene teniendo en cuenta que det(A) = —2-1 - k2.
- No tiene centro.
- No hay puntos singulares.

- Para calcular los planos principales hallamos los autovectores de los autovalores no nulos:

(,y,2)(T—=21)=0 = (z,y,2)]/(1,0,1)
(,y,2)(T—11)=0 = (z,9,2)]/(0,1,0)

Los planos principales son sus conjugados:

(1,0,1,0)A(z,y,2,1)! =0 < z4+2+2=0
) ) b x?y’Z7 = @y_k =
0,1,0,0)4 1)! =0 2=0

- El eje es la interseccién de estos dos planos:

33—4—2—1—2:0.
y+2=0"

- Los tnicos vértices son la interseccion de este eje con la cuddrica:

r+z2+2=0
{ : N 2?2+ +22 4222 +62+4y+224+13=0

y+2=0"
Sustituyendo las primeras ecuaciones en la segunda queda:
9

y el vértice es:

9 1
_Z 9 =
(-3,-2,7)
(d) La ecuacién es:
20y —2=0

La matriz de la cuddrica y la de términos cuadraticos son respectivamente:

A:

~
Il
O = O
OO =

0
0
0

O O =
o O O -
(@)
o



Calculamos los autovalores de T":
T - M| =0 < -A)\—-1)=0
Quedan 1, —1 y 0. Ademds como rango A = 3 se trata de un cilindro hiperbdlico.

Para calcular la forma reducida hallamos los autovectores de T:

(xvyvz)(T_I) =0 = (x,y,z)||(1,l,0)
(,9,2)(T+1)=0 = (z,9,2)]|(1,-1,0)
(x,y,z)(T) =0 = (x,y,z)H(0,0, 1)

Por tanto dividiéndolos por su norma vemos que la matriz de paso para diagonalizar la parte cuadratica

de A es: 1/\/5 1/\/5 0
1/vV2 =1/vV2 0 |;
0 0 1

C= (z,y,2) = (a',y/,2")C

Cambiando de base la ecuacién inicial queda:

1:/2 _ y/2 _ 2 — O
Vemos que ya es la ecuacién reducida.

- Tiene una recta de centros:

T =
(x,y,2,1)A=(0,0,0,t) — { B
- No hay puntos singulares.

- Hay dos planos principales conjugados de los autovectores aosicados a los autovalores no nulos:

(1,1,0,0)A(z,y,2,1) =0 <= 2+y =0
(1,-1,0,0)A(z,y,2,1)! =0 <= 2 —y=0
- El eje es la interseccién de estos dos planos y coincide con la recta de centros.
- No hay vértices.
La matriz de la cuddrica y la de términos cuadraticos son respectivamente:

4 2 -4

4 2 —4

A:217276;T:2172

-4 -2 4 -6 4 -3 4
-3 -6 -6 0

Tenemos:
IT - M| =0 <= —-)\\-9)=0
y por tanto hay dos autovalores nulos y uno positivo. Teniendo en cuenta que rango(A) = 3 vemos que

se trata de un cilindro parabdlico. Calculemos la ecuacién reducida.

Los autovectores son (escogemos una base ortogonal del espacio asociado al autovalor 0, que tiene
dimensién 2):

(xa:%z)(T - 91) =0 (:L'aya Z)H(Q? ]-7 72)

(2,9,2)(T) =0 <= (z,y,2) € £{(1,0,1),(-1,4,1)}

Los normalizamos y formamos la matriz de cambio de base:
2/3 1/3 —2/3

1/V2 0 1/V2 ;
—1/V/18 4/V/18 1/V/18

C= (z,y,2) = (2',y',2")C



La ecuacién en la nueva base es:

922 —9V2(y +2/) =0
1
Por tanto hacemos vy’ = ﬁ (y'+2") y completamos el cambio para que sea una tranformacién ortogonal
1
/)

¥ =xy 2" =—9y — 2. La ecuacién reducida queda en definitiva:

V2

:Z:H2 _ 92-,/// =0

- Por ser un cilindro parabdlico no tiene centro.
- No tiene puntos singulares.

- El tnico plano principal es el conjugado de las direccién correspondiente a los autovector asociado al
autovalor no nulo:

(2,1,-2,0)A(z,y,2,1)! =0 <= 20+y—22=0
- No tiene ejes.
- No tiene vértices.

La matriz de la cuddrica y la de términos cuadraticos son respectivamente:

A= . T=[0 3 1
0130 0 1 3
0000

Calculamos los autovalores de T
T —M|=0 < (2-))?*4-X)=0

Son 2 con multiplicidad 2 y 4 con multiplicidad 1. La signatura es +,+,+,0 y se trata de un cono
imaginario.

La forma reducida es:

207 422 +42° 4+ k=0 <= 2 +y*? +27=0

- El centro es:
(a,b,¢,1)A=(0,0,0,h) = (a,b,c)=(0,0,0)

- El tnico puntos singular es el centro.

- Para calcular los planos principales hallamos los autovectores:

(,y,2)(T—-2I)=0 = (x,y,2) € L£{(1,0,0),(0,1,—-1)}
(,y,2)(T—41)=0 = (z,y,2)]/(0,1,1)

Los planos principales son sus conjugados:

(1,0,0,0)A(z,y,2, 1)) =0 <= =0
(0,1,-1,0)A(z,y,2,1) =0 <= y—2=0
(0,1,1,0)A(z,y,2,1)! =0 <= y+2=0

Teniendo en cuenta que hay un autovalor no nulo con multiplicidad 2 hay infintos planos principales,
es decir, cualquier plano del haz generado por los dos primeros es también plano principal:

ax)+By—2)=0 a,BelR



- Los ejes son la interseccién de estos planos dos a dos:

r=0
y—2=0"

y cualquier recta pasando por el centro contenida en el plano y + z = 0.
- El tnico vértice es el centro.

La matriz de la cuddrica y la de términos cuadraticos son respectivamente:

1 1 1 —3/2
111
! 1 1 =3/2| ..
A=11 1 173/2’T*11}
—3/2 —3/2 -3/2 2

Calculamos los autovalores de T
T - M|=0 <= —\*(A-3)=0

Son 0 con multiplicidad 2 y 3 con multiplicidad 1. Teniendo en cuenta que rango(A) = 2, se trata de
dos planos paralelos reales o imaginarios. Para distinguir diagonalizmos A por congruencia:

A—s

0
0
0

OO O
[ecien e Ban
o o oo

~1/4

Por tanto se trata de dos planos paralelos reales.

Para calcular los planos hacemos lo siguiente. En este caso hay un plano de centros, paralelo a los dos
planos que forman la cuddrica. Lo calculamos:

3
(z,y,2,1)A=(0,0,0,h) = <= x+y+z—§=0 — 2x+2y+22—-3=0

Ahora los planos que buscamos son paralelos a estos, es decir, de la forma:
r+y+z+k=0

Cogemos una recta cualquier y la intersecamos con la cuadrica para obtener un punto de cada plano.
Por ejemplo la recta z = 0; y = 0. Sustituyendo en la ecuacién queda:

22-3242=0 <= 2=2; z=1;
Por tanto los puntos de cada plano son (0,0,2) y (0,0, 1) y los planos pedidos que forman la cuddrica:

r+y+z—-2=0; r+y+2z—-1=0

- Hay un plano de centros que ya hemos calculado.
- No hay puntos singulares.

- El 1nico plano principal coincide con el de centros.
- No hay ejes.

- No hay vértices.



8.— Definimos la aplicacion: )
¢ : IR2 — ]Rda ¢(a7b) - (aba a, b)

Sea C' = {(x,y,2) € R*|z — yz = 0}.
(a) ¢FEs ¢ una aplicacién lineal?.

Se tiene:

dlat+d,b+b)=((a+d)(b+V),a+d,b+V)=

(

= (ab+a'b +ab +ad'ba+ad,b+b)=
= (ab,a,b) + (a't',d’,v’) + (ab’ + a’b,0,0) =
= ¢(a,b) + ¢(d,b) + (ab’ + a'b, 0,0)

Luego no es lineal.

¢ Es inyectiva?.

Tenemos:

¢(a,b) = ¢(a’,V)) = (ab,a,b) = (a'V,a" V') = (a,b) = (a,})
y por tanto si es inyectiva.
¢ Es sobreyectiva?.

No, porque, por ejemplo (1,0,0) no estd en la imagen, ya que si ¢(a,b) = (1,0,0) entonces a = 0 y
b = 0, pero quedaria ¢(0,0) = (0,0,0) # (1,0,0).

¢ Es biyectiva?.
No porque no es sobreyectiva.
(b) Clasificar la cuddrica C.

La ecuacién de C es
r—yz=0 << 2z —-2yz=0

Su matriz asociada es:

0 0 01
0o 0 -1 0
A= 0 -1 0 0
1 0 0 0

La diagonalizamos por congruencia para clasificarla, teniendo en cuenta que la cuarta fila no puede ser
cambiada de lugar, ni sumada a los demés ni multiplicada por un ntmero.

0 0 01 0 0 0 1
Ast( 1/2)1/23( 1/2) | O 1 -1 0 Hi(})ui(l)) 0 1 0 0
0 -1 0 0 0 0 -1 0
1 0 0 0 1 0 0 -1

La ecuacion reducida es:
y?—2%4+22-1=0

y se trata por tanto de un paraboloide hiperbdlico.
(¢) Probar que Imf = C.
- Primero veamos que Im(f) C C.

Sea (z,y,2) € Im(f). Significa que (z,y,2) = ¢(a,b) = (ab,a,b) para algin (a,b) en IR?. Queremos
ver que (ab, a,b) verfica la ecuacién de la cuddrica C. Pero es evidente ya que:

r—yz=ab—ab=0

- Ahora veamos que C C Im(f). Si (z,y,z) € C entonces x —yz =0 y:

¢(y,2) = (yz,y,z) = (x,y,z)



y por tanto f es sobreyectiva.

Responder a las preguntas del apartado (a) para la aplicacion

R —C;  ¢(a,b) = d(a,b)

Nos fijamos en que lo tnico que diferencia 1 de ¢ es el conjunto final. Entonces:

- La aplicacién 1 no es lineal por no serlo ¢.

- Es inyectiva por que también lo era ¢.

- Ahora es sobreyectiva porque Im(v) = Im(¢) = C.

- Es biyectiva por ser inyectiva y sobreyectiva.

Si P = (Y020, Yo, 20) es un punto de la cuddrica C, calcular el plano tangente a C' en P.

El plano tangente en el punto P es:

(Yozo Yo 20 1)A

N e 8
Il
o

Operando queda:
T — 20y — Yoz + Yozo = 0



(f) Calcular la ecuacidn paramétrica de las rectas que forman la interseccion de dicho plano tangente con

la cuddrica. Comprobar que son imagen por ¥ de dos rectas de IR?.

Ahora intersecamos el plano anterior con la cuadrica:

T — 20y — Yoz + Yozo =0
T =1yz

Luego la interseccién son las rectas:

Y=Y =0

r= — (l’,y,Z) = (yOZanO7ZO) + A(y()aov 1) =
T — 20Y — Yoz + Yozo =0

y
z—25=0

s = — (x7yaz) = (yOZanOVZO) + A(ZOa 170) =
T — 20Y — Yoz + Yozo =0

Vemos que la recta 7 es imagen por ¢ de la recta de IR*:
(x7y) = (y07 ZO) + )‘(170)
Y s es la imagen por ¥ de la recta de IR*:

(x,y) = (yo, z0) + A(0,1)

(Examen extraordinario, septiembre 2004)

9.— Clasificar, en funcién del pardmetro \, la cuddrica:

= yz— 20y — Yoz + Y20 =0 <= (y—yo)(z —20) =0

(Yozo + Ayo, Yo, 20 + A)

(yozo + Az0,y0 + A, 20)

(4 — Na? +2y% — \2? +day + 2 rz +4x — 42 — A= 0.

La matriz asociada es:

4—-X 2 A 2
2 2 0 0
A= A 0 —Xx =2

2 0 -2 =X

Intentamos diagonalizarla por congruencia teniendo en cuenta que la tltima fila no puede ser cambiada

de posicion, ni multiplicada por un ntimero, ni sumada a las demas:

2 2 0 0 2 0
g Hve [2 A=A A 2| HaGChem (D [0 2-A
0 A -2 =2 0 A -\
0 2 -2 =X 0 2
2 0 0 0 2 0 0 0
I U S =2 | Hop(ws() [ 0 =X 0 =2 | Hog vag
0 A 2—=-2A 2 0 0 2 0
0 -2 2 - 0 -2 0 -X
- Si A # 0 seguimos asi:
2 0 0 0
Hia(-2/3via(-2/3) [0 2 0 0
0 0 =X 0
00 0 —A+4/r

0
-2
-2
2 0 0 0
0 2 0 0
00 —Xx -2
0 0 -2 =X\



Los términos de la diagonal se anulan en A = —2,0, 2.

Distinguimos los siguientes casos:

- Si A < —2 la signatura es (4, +, +;+). Se trata de un elipsoide imaginario.
- Si A = —2 la signatura es (+,+, +;0). Se trata de un cono imaginario.

- Si —2 < X\ < 0 la signatura es (4, +,+; —). Se trata de un elipsoide real.

- Si A =0, la matriz nos queda:

o oo
oo o
o
|
[\]

No podemos seguir diagonalizando. La signatura de la matriz T' de términos cuadraticos es (+,+,0) y
se trata por tanto de un paraboloide eliptico.

- Si0 < A < 2 la signatura es (+,+,—; +). Se trata de un hiperboloide de dos hojas.
- Si A = 2 la signatura es (+,+, —;0). Se trata de un cono real.

- Si A > 2 la signatura es (+,+, —; —). Se trata de un hiperboloide de una hoja.

10.— Encontrar la tinica respuesta correcta, en las siguientes cuestiones:

(a) En el espacio geométrico ordinario dotado de un sistema de referencia rectangular, la cuddrica de

ecuacion 2 —y2 — 22 =1 es:

La podemos escribir como y? + 22 — 2?2 + 1 = 0 y vemos que se trata de un hiperboloide de dos
hojas. Ademés dado que la matriz T de términos cuadraticos tiene un autovalor doble, entonces es de
revolucién.

O Un hiperboloide reglado y de revolucion.
FALSO.

O Un hiperboloide de revolucidn pero no reglado.
VERDADERO.

O Un hiperboloide reglado pero no de revolucion.
FALSO.

(O Un hiperboloide que no es reglado ni es de revolucion.
FALSO. (Segundo parcial, junio 2002)

(b) De una cuddrica se sabe que todos los planos diametrales son paralelos entre si. ;De qué cuddrica se
trata?

O Cilindro hiperbdlico.
FALSO. En el cilindro hiperbdlico los planos diametrales contiene a la recta de centros.
O Cilindro parabdlico.

VERDADERO. Todos los planos diametrales contienen a recta de centros impropios. Pero dicha recta
es de puntos del infinito. Esto significa que todos los planos diametrales son paralelos.

O 2 planos secantes reales.
FALSO. Los planos diametrales contienen a la recta interseccién de ambos planos.
(O Paraboloide eliptico.

FALSO. Los planos diametrales pasan por un punto del infinito, es decir contienen rectas paralelas,
pero no son necesariamente paralelos.



(Segundo parcial, junio 1999)
(¢) En el Espacio Geométrico Ordinario
O todas las cuddricas no degeneradas tienen al menos 3 planos principales.

FALSO. Por ejemplo el paraboloide hiperbdlico o el paraboloide eliptico que no es de revolucién no
tiene 3 planos principales.

O todas las cuddricas imaginarias tienen al menos un centro.

VERDADERO. Ya que las cuddricas imaginarias son elipses o hipérbolas; o bien, conos elipticos o
hiperbdlicos; o bien, planos imaginarios. Todos ellos tienen al menos un centro.

O ninguna cuddrica degenerada tiene 3 ejes perpendiculares.
FALSO. Por ejemplo un cono real tiene tres ejes perpendiculares.
O si una cuddrica tiene infinitos centros, entonces tiene 1 eje.

FALSO. Si la cuddrica es un plano doble tiene infinitos centros, pero un tnico planos principal. Por
tanto no hay eje.

(Segundo parcial, junio 1998)



