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TEMA IV- Cónicas y cuádricas.
Capítulo 1. Cónicas.

Recta tangente y recta polar.
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Recta tangente a una cónica por un punto de la misma.

𝑷𝑷𝒕𝒕𝑨𝑨𝒖𝒖 = 𝟎𝟎
𝑷𝑷𝒕𝒕𝑨𝑨(𝑿𝑿 − 𝑷𝑷) = 𝟎𝟎

𝑷𝑷𝒕𝒕𝑨𝑨𝑿𝑿 − 𝑷𝑷𝒕𝒕𝑨𝑨𝑷𝑷 = 𝟎𝟎

𝒙𝒙 𝒚𝒚 𝟏𝟏 𝑨𝑨
𝒙𝒙
𝒚𝒚
𝟏𝟏

= 𝟎𝟎Cónica:

𝒙𝒙,𝒚𝒚 = 𝒂𝒂,𝒃𝒃 + 𝒕𝒕(𝒑𝒑,𝒒𝒒)
Buscamos la Tangente a la cónica por 𝑷𝑷:

𝑋𝑋 𝑷𝑷 𝒖𝒖

𝒙𝒙
𝒚𝒚
𝟏𝟏

=
𝒂𝒂
𝒃𝒃
𝟏𝟏

+ 𝒕𝒕
𝒑𝒑
𝒒𝒒
𝟎𝟎

⇔

𝑿𝑿𝒕𝒕𝑨𝑨𝑿𝑿 = 𝟎𝟎Cónica:

Condición de tangencia:  Cónica ∩ Recta = 1 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅

Recta: 𝑿𝑿 = 𝑷𝑷 + 𝒕𝒕𝒖𝒖

𝑿𝑿 = 𝑷𝑷 + 𝒕𝒕𝒖𝒖
𝑿𝑿𝒕𝒕𝑨𝑨𝑿𝑿 = 𝟎𝟎 �

𝑿𝑿 ∈ 𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕

𝑿𝑿 =
𝒙𝒙
𝒚𝒚
𝟏𝟏

,    𝑷𝑷 =
𝒂𝒂
𝒃𝒃
𝟏𝟏

,    𝒖𝒖 =
𝒑𝒑
𝒒𝒒
𝟎𝟎

Notación abreviada:

⇒

(𝑷𝑷𝒕𝒕 + 𝒕𝒕 𝒖𝒖𝒕𝒕)𝑨𝑨 𝑷𝑷 + 𝒕𝒕𝒖𝒖 = 𝟎𝟎⇒ 𝒕𝒕𝟐𝟐𝒖𝒖𝒕𝒕𝑨𝑨𝒖𝒖 + 𝟐𝟐𝒕𝒕𝑷𝑷𝒕𝒕𝑨𝑨𝒖𝒖 + 𝑷𝑷𝒕𝒕𝑨𝑨𝑷𝑷 = 𝟎𝟎⇒ 𝟒𝟒 𝑷𝑷𝒕𝒕𝑨𝑨𝒖𝒖 𝟐𝟐 = 𝟒𝟒(𝒖𝒖𝒕𝒕𝑨𝑨𝒖𝒖)(𝑷𝑷𝒕𝒕𝑨𝑨𝑷𝑷)⇒

𝑷𝑷𝒕𝒕𝑨𝑨𝑿𝑿 = 𝟎𝟎
𝒂𝒂 𝒃𝒃 𝟏𝟏 𝑨𝑨

𝒙𝒙
𝒚𝒚
𝟏𝟏

= 𝟎𝟎

Tangente por 𝑷𝑷 = (𝒂𝒂,𝒃𝒃) ∈ Cónica

⇒𝒖𝒖 = 𝑿𝑿 − 𝑷𝑷

Punto de la cónica: 𝑷𝑷 = 𝒂𝒂,𝒃𝒃

� � �
𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝛾𝛾

𝜶𝜶𝒕𝒕𝟐𝟐 + 𝜷𝜷𝒕𝒕 + 𝜸𝜸 = 𝟎𝟎, 𝒕𝒕 = −𝜷𝜷± 𝜷𝜷𝟐𝟐−𝟒𝟒𝜶𝜶𝜶𝜶
𝟐𝟐𝜶𝜶

Raíz doble ⇔ 𝜷𝜷𝟐𝟐−𝟒𝟒𝜶𝜶𝜶𝜶 = 𝟎𝟎

⇒

�

=0

�

=0

𝑷𝑷 ∈ Cónica ⇔ 𝑷𝑷𝒕𝒕𝑨𝑨𝑷𝑷 = 𝟎𝟎

�

𝜷𝜷𝟐𝟐= 𝟒𝟒𝜶𝜶𝜶𝜶
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Ejemplo de recta tangente a una cónica por un punto de la misma.
Dada la elipse 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟒𝟒𝒚𝒚𝟐𝟐 − 𝟓𝟓 = 𝟎𝟎 hallar la ecuación de la recta tangente a la cónica en el punto 𝑷𝑷 = −𝟏𝟏,𝟏𝟏 .

El punto 𝑷𝑷 = −𝟏𝟏,𝟏𝟏 ∈cónica porque cumple su ecuación:

Matriz asociada 𝑨𝑨 de la cónica:
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟒𝟒𝒚𝒚𝟐𝟐 − 𝟓𝟓 = 𝟎𝟎

𝑨𝑨 =
𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟒𝟒 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 −𝟓𝟓 −𝒙𝒙 + 𝟒𝟒𝟒𝟒 − 𝟓𝟓 = 𝟎𝟎 𝒙𝒙 − 𝟒𝟒𝟒𝟒 + 𝟓𝟓 = 𝟎𝟎

Tangente a cónica por 𝑷𝑷 = (−𝟏𝟏,𝟏𝟏)

−𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟒𝟒 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 −𝟓𝟓

𝒙𝒙
𝒚𝒚
𝟏𝟏

= 𝟎𝟎 ⇒ ⇒

−𝟏𝟏 𝟐𝟐 + 𝟒𝟒 𝟏𝟏 𝟐𝟐 − 𝟓𝟓 = 𝟏𝟏 + 𝟒𝟒 − 𝟓𝟓 = 𝟎𝟎.

𝒂𝒂 𝒃𝒃 𝟏𝟏 𝑨𝑨
𝒙𝒙
𝒚𝒚
𝟏𝟏

= 𝟎𝟎

Tangente por 𝑷𝑷 = (𝒂𝒂,𝒃𝒃) ∈ Cónica
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Recta polar de un punto respeto de una cónica.

𝒙𝒙 𝒚𝒚 𝟏𝟏 𝑨𝑨
𝒙𝒙
𝒚𝒚
𝟏𝟏

= 𝟎𝟎Cónica:

Punto de la cónica: 𝑷𝑷 = 𝒂𝒂,𝒃𝒃
𝒕𝒕𝒈𝒈𝑷𝑷 ≡ 𝒂𝒂 𝒃𝒃 𝟏𝟏 𝑨𝑨

𝒙𝒙
𝒚𝒚
𝟏𝟏

= 𝟎𝟎

Tangente por 𝑷𝑷 = (𝒂𝒂,𝒃𝒃) ∈ Cónica

𝒓𝒓𝑷𝑷 ≡ 𝒂𝒂 𝒃𝒃 𝟏𝟏 𝑨𝑨
𝒙𝒙
𝒚𝒚
𝟏𝟏

= 𝟎𝟎

Recta polar por 𝑷𝑷 = (𝒂𝒂,𝒃𝒃)Punto cualquiera: 𝑷𝑷 = 𝒂𝒂,𝒃𝒃
𝒓𝒓𝑷𝑷 recta polar de 𝑷𝑷
𝑷𝑷 polo de la recta 𝒓𝒓𝑷𝑷

Si 𝑷𝑷 ∈ cónica, la recta polar = recta tangente a la cónica por el punto 𝑷𝑷. 

Si 𝑷𝑷 ∉ cónica, ¿qué significa la recta polar?

𝑿𝑿𝒕𝒕𝑨𝑨𝑿𝑿 = 𝟎𝟎Cónica:

𝑷𝑷𝒕𝒕𝑨𝑨𝑿𝑿 = 𝟎𝟎Recta polar:

Recta polar ∩ cónica = 𝑸𝑸,𝑺𝑺

𝑸𝑸,𝑺𝑺 ∈ 𝒓𝒓𝑷𝑷 �𝑷𝑷
𝒕𝒕𝑨𝑨𝑸𝑸 = 𝟎𝟎 ⇒ 𝑸𝑸𝒕𝒕𝑨𝑨𝒕𝒕𝑷𝑷 = 𝟎𝟎 ⇒ 𝑸𝑸𝒕𝒕𝑨𝑨𝑷𝑷 = 𝟎𝟎

𝑷𝑷𝒕𝒕𝑨𝑨𝑺𝑺 = 𝟎𝟎 ⇒ 𝑺𝑺𝒕𝒕𝑨𝑨𝒕𝒕𝑷𝑷 = 𝟎𝟎 ⇒ 𝑺𝑺𝒕𝒕𝑨𝑨𝑷𝑷 = 𝟎𝟎 𝑷𝑷 ∈ �Tg a cónica por 𝑸𝑸.
Tg a cónica por 𝑺𝑺.

𝑨𝑨 es simétrica: 𝑨𝑨𝒕𝒕 = 𝑨𝑨Trasponiendo

𝑿𝑿 =
𝒙𝒙
𝒚𝒚
𝟏𝟏

,    𝑷𝑷 =
𝒂𝒂
𝒃𝒃
𝟏𝟏

, 
Notación
abreviada: 𝑸𝑸,𝑺𝑺 ∈ cónica �Tg a cónica por 𝑸𝑸 ≡ 𝑸𝑸𝒕𝒕𝑨𝑨𝑿𝑿 = 𝟎𝟎

Tg a cónica por 𝑺𝑺 ≡ 𝑺𝑺𝒕𝒕𝑨𝑨𝑿𝑿 = 𝟎𝟎

Si 𝑷𝑷 ∉ cónica la recta polar corta a la cónica en los puntos de tangencias de las tangentes exteriores a la cónica por 𝑷𝑷

�

𝒕𝒕𝒈𝒈𝑷𝑷

POLO
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Ejemplo de tangentes a una cónica por un punto exterior a ella.
Dada la elipse 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟒𝟒𝒚𝒚𝟐𝟐 − 𝟓𝟓 = 𝟎𝟎 hallar la ecuación de las rectas tangente a la cónica que pasan por el punto 𝑷𝑷 = 𝟓𝟓,𝟎𝟎 .
El punto 𝑷𝑷 = 𝟓𝟓,𝟎𝟎 ∉cónica porque NO cumple su ecuación:

Tangentes por un punto 𝑷𝑷 exterior:
1) Se calcula la recta polar 𝒓𝒓𝒑𝒑.
2) Se interseca con la cónica : 𝒓𝒓𝒑𝒑 ∩ cónica = 𝑸𝑸,𝑺𝑺
3) Las tangentes buscadas son las rectas 𝑷𝑷𝑺𝑺 y 𝑷𝑷𝑸𝑸

1) Recta polar por 𝑷𝑷 = 𝟓𝟓,𝟎𝟎 : 𝒂𝒂 𝒃𝒃 𝟏𝟏 𝑨𝑨
𝒙𝒙
𝒚𝒚
𝟏𝟏

= 𝟎𝟎

𝟓𝟓 𝟎𝟎 𝟏𝟏
𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟒𝟒 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 −𝟓𝟓

𝒙𝒙
𝒚𝒚
𝟏𝟏

= 𝟎𝟎 𝒙𝒙 − 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎⇔

2) 𝒓𝒓𝒑𝒑 ∩ cónica �𝒙𝒙 − 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟒𝟒𝒚𝒚𝟐𝟐 − 𝟓𝟓 = 𝟎𝟎 ⇒ 𝒚𝒚𝟐𝟐= 𝟏𝟏 ⇒ 𝐲𝐲 = ±𝟏𝟏 𝑸𝑸 = 𝟏𝟏,𝟏𝟏

𝑺𝑺 = (𝟏𝟏,−𝟏𝟏)
3) Rectas tangentes: 

�𝑷𝑷 = 𝟓𝟓,𝟎𝟎
𝑸𝑸 = 𝟏𝟏,𝟏𝟏

𝒙𝒙 − 𝟏𝟏
𝟓𝟓 − 𝟏𝟏

=
𝒚𝒚 − 𝟏𝟏
𝟎𝟎 − 𝟏𝟏 𝒙𝒙 + 𝟒𝟒𝟒𝟒 − 𝟓𝟓 = 𝟎𝟎⇔ ⇔ �𝑷𝑷 = 𝟓𝟓,𝟎𝟎

𝑺𝑺 = 𝟏𝟏,−𝟏𝟏
𝒙𝒙 − 𝟏𝟏
𝟓𝟓 − 𝟏𝟏

=
𝒚𝒚 − (−𝟏𝟏)
𝟎𝟎 − (−𝟏𝟏) 𝒙𝒙 − 𝟒𝟒𝟒𝟒 − 𝟓𝟓 = 𝟎𝟎⇔ ⇔

�𝒙𝒙 = 𝟏𝟏
𝟏𝟏𝟐𝟐 + 𝟒𝟒𝒚𝒚𝟐𝟐 − 𝟓𝟓 = 𝟎𝟎⇔ ⇒

5 2 + 4 0 2 − 5 = 20 ≠ 0. Recta polar
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