Algebra Lineal Il

TEMA IV- Cdnicas y cuadricas.
Capitulo 1. Conicas.

Puntos y rectas notables de una conica.

Luis Fuentes Garcia (2022).
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Centro una conica.

X

Cénica: (x y 1)A <y> =0 & XAX=0 R, »
1

C = (a, b) centro = Centro geométrico de simetria

Toda recta por C corta a la conica en puntos simétricos

b

Dado cualquier vector u y larectaporC: X = C + tu
cénica = XtAX =0 R=C—tyu
recta=X=C+tu Q=C+tou

} se cortan en Z{

(Ct+tuHAC+tu) =0 = t*y'Au+2t0'AC+CAC=0 = |u'AC=0
p=0_ VY

/ a
céni;aE(tAX =0 / -
2 @t \/32 — 4ay
at’ +Bt+y =0, t= >
C = (a, b) centro «

Raices de signo opuesto

a 0 .
4 (11)) (2) . » q 0) (d> =0
. 2+ 22 P En particular si: h
h cualquier valor (0, q) = (c,d) para todo (. )

I~
— g
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Ejemplos de calculo de centro.

C = (a, b) centro A(

a
b
1

0
(0) h cualquier valor

h

>=

ELIPSE

Y
Ed

x> —2xy+3y*+4x—-8y+5=0

1 -1 2
A= (—1 3 —4)
2 —4 5
1 -1 2\ sa 0
2 —4 5/ \1 h
a—b+2=0
—a+3b—-—4=0 Resolviendo:

Centro: (a,b) = (—1,1)

RECTAS
SECANTES

W

2x2 +xy—y*—x+2y—-1=0

2 1/2 —-1/2
A=| 1/2 -1 1
—-1/2 1 -1
2 1/2 —-1/2\ ,a 0
1/2 -1 1 <b> = (0)
=1/ \1 h
1 1
2a+5b—5 =0
1 Centro:
Ea—b+1=0 (a,b) = (0,1)

PARABOLA T

iNQ tiene CENTRO!

W

x2—2xy+y*+4x—-2=0

1 -1 2

A= -1 1 0
2 0 -2

0

0

h
Sumando:

2 = 0 iIMPOSIBLE!

1 -1 2\ sa
(—1 1 O><b>=
a7 |
a—b+2=0}
—a+b+0=0

La parabola NO tiene centro.
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Direcciones asintdticas de una conica.

Direccidn asintdtica o punto del infinto de una conica = Direccidn en la cual tiene una rama hacia el infinito

Clnica: punto del infinito p
(x vy @A@ (p, q) direccion asintética < | (p q A@ _

2 2 _ a1 a12 p
a + 2a +a =0 T = ( ) _
11P 121961 229 a1;><a22 P 9T (q) 0
dividiendo por q
2 ¥ a;; + |a?, —aqa
p p p 12 T [Aq13 11A22
a1\ — +2a12 — +a22=0 = — =
q q q a1
< 0 no hay solucién 2 —a.a |T| > 0 no hay direcciones asintéticas ELIPTICA
a, — a;1a;,, { = 0 una solucién 12 711722 |T| = 0 una direccidn asintdtica PARABOLICA
> 0 dos soluciones —|T]| |T| < 0 dos direcciones asintdticas HIPERBOLICA
|T|>0 TIPO ELIPTICO |T|=0 TIPO PARABOLICO |T|<0 TIPO HIPERBOLICO
NO hay direcciones asintoticas UNA direccidn asintética DOS direcciones asintdticas
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Asintotas de una conica.

Asintota = Recta cuya distancia a la curva tiende a cero cuando alguna coordenada tiende a infinito.

Asintota = Tangente en un punto del infinito = Tangente en una direccién asintética

Clnica:
(x ¥y DA

Asintotas a la conica

-

Tangente por P = (a, b) € Conica

(a b 1“/x\—0
« )

X
(p _g10A <y> =0
1

(p, q) direccién asintética

(p, q) solucionde (P )T (Z) —

0

ELIPSE

NO hay direcciones asintéticas
NO hay asintota

PARABOLA

/

UNA direccion asintdtica
NO hay asintota

DOS direcciones asintoticas
DOS asintotas

.
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Ejemplo I: Direcciones asintdticas y asintotas de una hipérbola.

Conica: " —4xy+ 3y —2x—y—5=0
1 -2 1+\2
- -1 1 -2
17-i/2 -5 /

Direcciones asintéticas (», g)

(.9 =@3,1)
p.q) =(1,1)

P\ _ 1 -2\ /P _
® or(g)=0 = @ D(_, 3)(g)=0°
_4qt.16g9%2-12¢2  (p=3q g=1
p?—4pq+3q*=0 < P= 2 ~ p=1
Asintota en la direccién (3, 1)
Asintotas a la conica 1 =2 1 x
7
x 3 1 —2 3 -1/2 <y>=0(:>x—3y——20(:)
2
» q 0)4 ()’) =0 -1 -1/2 -5 1
1 Asintota en la direccion (1, 1)
(p, q) direccion asintética 1 -2 -1 X 3
a 1@ -2 3 -1/2 (y):O(:)—x+y——:0(:)
2
-1 -1/2 -5 1

2x—6y—7=0

2x—2y+3=0

P~ N
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Ejemplo ll: Direcciones asintdticas y asintotas de una parabola.

Cénica: x*—2xy+y*+2x—3y=0

1 -1 1
B 1 -1
A=(-1 1 -3/2 r=(_, )

1 -3/2 0

Direcciones asintoéticas (p, g) 5
Py 1 —1\/P\ _

® oT(g)=0 o ® (5 ,)(g)=0°

p>—-2pq+q*=0 &

Asintotas a la conica

X
@ q 0)A<y>=0
1

(p, q) direccidn asintética

_2q+/4q% — 4¢?
B 2

n.q) =(1,1)

Asintota en la direccion (1,1)

1 -1 1 X 1
@ 1@ -1 1 -3/ <y>=0 S 0-x+0-y—2=0 | -1=0
1 —-3/2 0 1
ilmposible!.
iNO hay asintota!

I~
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Ejes de una conica: de la definicion geométrica a la algebraica (l).

EJE = Recta respecto a la cual la conica es simétrica

conicanEJE={Q, R}

Las tangentes en Q,R
son simétricas EJE
respecto al EJE. Q

Las tangentes en los
puntos de corte del EJE
con la cénica son R

EJE

EJE = recta polar de una direccién perpendicular a él. I perpendiculares al EJE. EJE

La recta que une dos
puntos de tangencia es
la recta polar del
punto interseccion de
las tangentes.
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Ejes de una conica: de la definicion geométrica a la algebraica ().

EJE = Recta respecto a la cual la conica es simétrica

EJE = recta polar de una direccion perpendicular a él.

Cénica: (x y 1)A<y

X

) =0 Direcciéon: v=P q)
1

Rectapolardev = (P Q)

-~ [X ax+by+c=0
@ q (o)m <y>=0 = (ab)

—— —

1

(@ b o) V. normal

EJELV

n=21 A#0

a1 4dqz a3
(a b c)=(p q @(au sz az3>

ai3 dz3 Qs

. -, p p
n=(a b)=/P OT > n=PF OT=1P o = T(q)=/1(q) A#0
I Un EJE es |a recta polar de un autovector de T asociado a un autovalor no nulo. I

1) Polinomio caracteristico de T: p(4) = det(T-1Id)

2) p(4) = 0. Autovalores 4; de T no nulos.
3) Autovector (P q) asociadoa 4; # 0: (T — A;1d) (Z) = (

0
0

)

4) Para cada autovector (P  q) recta polar:

X
BE (» q 0)A<y>=0
1

. S— | ALGEBRA LINEAL I
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Vértices de una conica.

Propiedad: Si una conica tiene centro pertenece a cualquier EJE

T

EJE

» q O)A(y =0

1

a o\ " |
(a,b) centro=> ' A4 <b> = <0>
1 h

x> El centro (a,b) verifica la ecuacion del EJE

a 0
» q 03-A<b>=(p q 0) (0
1 h

|

Vértices = EJES N conica

ELIPSE 4, >0, 4,> 0

Dos EJES. Cuatro Vértices

PARABOLA A, >0, 2,=0

Un EJE. Un Vértices

HIPERBOLA 1, > 0, 1,< 0

Dos EJES. Dos Vértices

. S— | ALGEBRA LINEAL I
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Ejemplo: eje y vértice de una parabola.

Cénica: x%+ 2xy + yz +2x—-6y—3=0 I EJE = recta polar de un autovector de T de un autovalor no nulo. I

1 1 1

1 1

a-(1 1) =)
1 -3 -3

1) Polinomio caracteristico de T':

k)

2) p(1) = 0. Autovalores 4; de T'no nulos.

11=2
<0

p(4) = det (

W

NO se utiliza para
hallar EJES

3) Autovector (P q) asociadoa A4, = 2: 4) El EJE es la recta polar de (1, 1):

- - =0 X 2x+2y—2=0
(T — 21d) (Z) = (g) 7y 1) (Z) (g) (pf?q;i D 1 1 <31,> _0” U
| Vértice = EIE 0 conica |

A2—22=0 > {

x+y—-1=0

x+y—1=0 x=1—-y —8y =0
x2+2xy+y2+2x—6y—3=0 1-y»*2(0-y)y+y*+2(1-y)—6y—-3=0 V=(10)
f— ..ﬁ ALGEBRA LINEAL II Grado en Tecnologia en la Ingenieria Civil. UDC.




Foco, directriz y excentricidad de una conica
F=foco directriz=rectapolardel focoF directriz
Para todo punto X Ecdnica:
distancia(foco, X) i cidad
distancia(directriz, X) € Excen$r|C| ad,
constante
Excentricidad: 0 < e < 4+
0<e<1 ELIPSE (e = O circunferencia)
e=1 PARABOLA
e>1 HIPERBOLA
ELIPSE 0<e <1 PARABOLA ¢ =1 HIPERBOLA ¢ > 1
directriz directriz directriz
X - Q
e=0.7 ELIPSE e=1 PARABOLA e=1.8 HIPERBOLA
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Estrategia para el calculo del foco, directriz y excentricidad de una cénica.

Ecuacion en la referencia inicial: Ecuacion reducida en x'? y'?

. —+-—==1
A116% + ayoy? + 205Xy + 2a13% + 2053y + az3 = 0 una nueva referencia: az | p2

| J

Cambio de

referencia /

dir, |
0 o+
_'1 .
-1 -
Focos: r g \
Fi=( )+MCB (_ ) . : : ( Focos:
S 0 Ecuacion de cambio de referencia: F'; = (c,0)
Directrices=Rectas polares de focos y (x) _ (r) M (x’) ) F', = (—c,0)
x Y ° 4 2 2 2
(+ + 1)A )1' =0 J Nuevo origen \ conc-=a*“—b
F

i
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Resumen de puntos y rectas notables de una cénica.

Conica: A matriz asociada

a 0
C = (a, b) centro A (b) = (O) h cualquier valor
1 h

Direccion asintotica (p, q) (r QT (Z) =0

Asintotas a la conica

(p, q) direccién asintética

X
» q 0)A (y> =0
1

EJE = recta polar de un autovector de T asoc. a un autovalor=+ 0.
1) Polinomio caracteristico de T: p(4) = det(T-Ald)

2) p(4) = 0. Autovalores 4; de T no nulos.

3) Autovector (P q) asociadoa 4; # 0: (T — 4;1d) (Z) = (8)
4) Para cada autovector (P q) recta polar:

X
P q 0)A<y)=0
1

Vértice = EJE N conica

F=foco  directriz=rectapolardel focoF

Para todo punto X Ecdnica:

distancia(foco, X)
distancia(directriz, X)

e Excentricidad
N ~- __J/
constante

La forma mas comoda de calcularlos es mediante
un cambio de referencia y paso a la conica reducida

=~ | ALGEBRA LINEAL Il
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