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TEMA II- Espacios vectoriales euclideos.

Capitulo 4. Producto vectorial y producto mixto.

Producto vectorial y producto mixto.

Luis Fuentes Garcia (2022).
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Definicidn de producto vectorial.

Observacion previa: El producto vectorial sélo tiene sentido en tres dimensiones.

Trabajamos en R3dotado de un producto escalar y fijada un base de referencia que da la orientacién positiva.

Definicién: Dados 1, v € R3 se define su producte vectorial 1 X ¥ como el vector:

—

- si u, v son dependientes entonces u X v = 0.
- si U, vV son independientes entonces u X U es el Gnico vector cumpliendo:

i) U X Vesortogonal au,v
i) |lux vl = |[ulll[v] sin £(u, V)

iii) {u,v,u X v} orientacién positiva

Férmula: Si trabajamos en una base ortonormal con orientacién positiva B = {14, U, U3}.

—

th Wz Us X2 X3 = X1 X3 = X1 X2 =
(x1,X2,%3)p X (¥1,¥2,¥3)p = ||x1 %2 x3|| = ”)’z y3|| Uup — ||y1 y3|| Uy + ”)’1 y2|| Uus
Y1 Y2 V3

Ejemplo estandar. Condiciones usuales: Base canénica C = {e4, €,, €3} es ortonormal.

(1,2,0) x (3,1,2) = PR =||i (2’”61—”; (2’||82+||; i”zg=461—262—563=(4,—2,—5)
3 1 2
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Propiedades de producto vectorial.

Observacion previa: El producto vectorial sélo tiene sentido en tres dimensiones.

Trabajamos en R3dotado de un producto escalar y fijada un base de referencia que da la orientacién positiva.

e o o7 . —_ —> 3 . ° i - o — N N
Definicion: Dados u, v € R se define su producto vectorial 1 X v como el vector: B = {1, U,, U3} ortonormal

—

- si u, v son dependientes entonces u X v = 0.

—

U = (x1,Xx2,X3)p
- si U, v son independientes entonces U X U es el Gnico vector cumpliendo: V= (y1,Y2 Y3)p

i) U XV es ortogonal au,v .

Uy U U3
= ||*¥1 X2 X3
iii) {u, v, u x v} orientacion positiva Y1 Y2 Y3

X

i) [[u x vl = [[ull|V|| sin £(u, V) U X

<

Propiedades del producto vectorial:

i) U XV =0 < u,vsondependientes

Se pueden demostrar directamente
ii) Bilinelidad: (auq + Buy) XV = @y XU+ fuy X v a partir de las propiedades del
U X (avy + BVUy) = au X v, + BU X U, determinante.
iii) Antisimetria: U X V = —v XU
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Aplicaciones del producto vectorial.

1) La obvia: dados dos vectores 1,7 obtener un vector U X v ortogonal a ambos.

Ejemplo tipico: para formar las bases auxiliares en |la construccién de giros y simetrias.

GIRO

B, = {u4,u,, U3} ortonormal bien orientada

U, semieje U, LUy Uz = Uy XUy

Uz = Uq XUy SEMIEJE

SIMETRIA respecto a un PLANO

B = {uy,u;, us}

N
Plano de Ortogonal
simetria al plano

N N - Plano de simetria
Uz = uq X Uy

2) Calculo de areas:

Area del paralelogramo.

Area= ||u x V||

Area= base - altura = ||u|| - ||V||sin(«)

Area del triangulo.

- 1,— —
Area= - llu x V||

Area de un poligono.

Area=)T;
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Aplicaciones del producto vectorial.

2) Calculo de areas:

Area del triangulo.

Area del paralelogramo.

z 1,— —
Area= 2 llu x v|

Area= ||u x V||

Area de un poligono.

p T T
4 — — — — A = T 1 T 3
Area= base - altura = ||u|| - [|V||sin(a) = ||u X V|| rea=). Ty | 2
EnR%: . _ xy) - (%0 Eiemplo: Area del triangulo cuyos lados son los
. 7 o vectores (2,0) y (1,1)
B=(xy) - (*,7,0) )
— — — i v=(11)
€1 €2 €3 x X
uxv=|lx y 0 =‘x’ ;’, é; = (0)0)‘)(, ;’,D /L
x vy 0
g ? N TEXX)
o= Xy x Yy B X Yy
uxXvl||= 0, 0,‘ / ,DH = ‘ / ,‘ Area= ‘ ' ,‘ p
: : H( Xy Xy Xy Area=% |i (1)| =%|2| =1
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Definicion de producto mixto.

Definicién: Dados 1, v, W € R3 se define su producto mixto [, 7, W ] como el nimero: [u, v, W |=(U X V) - W

Férmula: Si trabajamos en una base ortonormal con orientacién positiva B = {1, U, U3}.

X1 X2 X3
[(xlrx27x3)BJ (ylr Y2, yB)B ) (ZIIZZIZS)B] =|Y1 Y2 V3
Z1 Z) Z3

Ejemplo estandar. Condiciones usuales: Base canénica C = {e4, €,, €3} es ortonormal. \
1 2 O
[(1,2,0),(1,1,1),(2,2,3)] = (|1 1 1| =-1
2 2 3
Propiedades del producto mixto:
D) [u,v,w]= 0 © u,v,w son dependientes
[au, + Bu,,v,W] = alu],v,w +B[u,,v,W] Se pueden demostrar directamente
i) Trilinelidad: < [u, av, + BV, W] = a[u, v, w |+B[U, v,, W] a partir de las propiedades del
[i, %, @iy + BW,] = alii, v, W, 1+B[H, 7, W, | determinante.
™\ N\ O~~~
i) Antisimetria: [u, v, w] = —[v,u,w] = —[u,w,v] = —[w, v, ul
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Aplicaciones del producto mixto.

Volumen de paralelepipedo.

VOL= |[u, v, W ]|

VOL=

=l

—
’v)

W [ =
sl

|
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