Tema 3

Los Conjuntos Numéricos

Los nimeros utilizados habitualmente en el Andlisis Matematico son los
Nimeros Reales y los Niimeros Complejos'. Pero estos dos sistemas de nu-
meracion se apoyan en otros mas basicos con los que comparten algunas de
sus propiedades fundamentales. Estos sistemas de numeracion se contienen
unos a otros de forma sucesiva, de manera que los Nimeros Complejos con-
tienen a todos los demads. Haremos, en esta seccién, una breve descripcién
de los distintos sistemas numéricos con los que trabajaremos.

3.1. Los numeros Naturales

Los niimeros naturales surgen de la necesidad de contar. Para realizar
el proceso de contar se necesita disponer de un conjunto de ntmeros que
posean un par de cualidades simples, como son la existencia de un niimero
inicial y la posibilidad de establecer un orden que permita determinar cudl
es el siguiente niimero de un nimero dado del conjunto.

De esta forma, partiremos de un concepto primitivo de nimeros, que
llamaremos niumeros naturales, y que representaremos como 0,1,2,...,n,...
Estos nimeros naturales constituyen un conjunto que denotaremos por N,
y que llamaremos conjunto de los numeros naturales. Al primer nimero
natural se le denota por 0 (“cero”), y es el menor de todos ellos.? Intui-
tivamente se comprende que los ntiimeros naturales estdn ordenados®, de
manera que siempre es posible encontrar un nimero natural més grande
que uno dado. De hecho, a la aplicacién que asigna a un nimero natural n

1Sin embargo, en otras dreas de las Matemdticas, como la Matematica Discreta, de
reciente expansién, son los sistemas de nimeros naturales y enteros los que juegan un
papel relevante.

2Hay autores que consideran el 1 (“uno”) como el primero de los naturales.

3Se puede definir en el conjunto de los nimeros naturales una relacién de orden total

(<)
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48 TEMA 3. LOS CONJUNTOS NUMERICOS

el inmediatamente superior se le llama aplicacion siguiente:

p:N—-N
n—en) =n+1

Esta aplicacién verifica que su imagen ¢(N) = N — {0}, es decir, el 0 no es “
siguiente”de ningtin otro natural y, todo natural distinto de 0 es el siguiente
de otro.

En la figura 3.1 se muestra como ésta aplicacién relaciona los primeros
nuameros naturales.

Figura 3.1: Aplicacién siguiente en N.

3.1.1. Principio de Induccién

En N se pueden definir dos operaciones internas suma + y producto .,
verificdindose que la suma es asociativa y commutativa, con elemento neutro
0, y que el producto es asociativo, commutativo y con elemento neutro (1).
La relacion de orden “<” convierte a N en un conjunto bien ordenado, es
decir, todo subconjunto F' no vacio de nimeros naturales tiene un minimo
k € F, es decir f > k, para todo f € F.

Este principio del buen orden es equivalente al llamado Principio de
induccion que afirma, que si P(n) es una propiedad definida en N de modo
que

» Base Inductiva P(1) es cierta (el 1 verifica la propiedad P)

» Paso Inductivo Siempre que P(n) es cierta, se puede demostrar
P(n+1)

entonces cualquier natural n verifica la propiedad.
Hay otras versiones equivalentes del mismo principio?.

n(n+1)
2

Ejemplo 3. 1. 1+ ---4n=

2. nl<nm

4Por ejemplo, puede tomarse como base inductiva el 0 o cualquier nimero natural no.
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Z

—_
A

Figura 3.2: Representacion grafica de la aplicacion v : N — Z

3.2. Los numeros Enteros

Los ntimeros enteros surgen como extensién légica de los naturales cuan-
do se necesita considerar cantidades negativas, es decir, ante la imposibilidad
de resolver en N la ecuacién = + 1 = 0. Esta necesidad se evidencia con la
operacion resta, que resulta una operacién externa en el conjunto de los
nuameros naturales. Denotaremos al conjunto de los niimeros enteros medi-
ante la letra Z.

Una manera habitual de introducir los nimeros enteros es definir en
X =N x N la relacién de equivalencia:

(a,b) R (¢,d) & a+d=b+c

El conjunto cociente X/R es Z. Los enteros [(a,b)] con b < a (la relacién de
orden es la de N) se llaman enteros positivos (Z1) y si, a < b se dice que
[(a,b)] es un entero negativo (Z~). Es claro que Z = Z* UZ™. Identificando
los naturales con los enteros positivos (n = [(n,0)]), se tiene que N C Z.

Es posible establecer una aplicacién biyectiva entre los nimeros naturales
v los enteros, que caracteriza a éstos; esta aplicacién es la siguiente:

v:N — Z
_f (n/2)+1 , sinespar
"o V(H)_{—(n—l)/Z , sin esimpar

En la figura 3.2 se muestra un diagrama en el que se aprecia el fun-
cionamiento de esta aplicacién. Los naturales pares son asignados a los
enteros positivos, y los naturales impares a los enteros negativos (el 0 se
considera, aqui, numero par). Es evidente, a la vista de la figura, que esta
aplicacién no tiene por qué ser unica. Bastaria, por ejemplo, con asignar los
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naturales pares a los enteros impares, y viceversa, para formar otra apli-
cacion biyectiva entre N y Z.

Por otro lado, como dado un entero a, se tiene que a 0 —a es un nimero
natural, la aplicacion:

| |:Z—-N

a — |a|
se llama walor absoluto y verifica las propiedades siguientes:
» a =maz(a,—a)

" la|]=0<a=0

a.b] = lal.Jo

la + 0| < |a| + |b|] (Desigualdad triangular)

» o <re -—r<a<r

3.2.1. Divisibilidad de ntiimeros enteros

Definicion 47. Dados dos numeros enteros, a y b, se dice que a divide a b
si existe un entero ¢ tal que b = ac. Esta situacion se denota alb y también
se dird que a es un divisor o factor de b, b es un maltiplo de a o b es divisible
por a.

Ejemplo 32. Estd claro que 1 y n son divisores de cualquier entero n.
Ademds a divide a b si, y sélo si, —a divide a b. Por ello, muchas veces nos
referiremos unicamente a los divisores positivos de b.

En general, si a y b son dos enteros y b # 0, existen enteros tinicos ¢ y 7
tales que a = bg + r con 0 < r < |b|. Cuando r = 0, se dice que la divisién
es exacta y tenemos que b divide a a. Se dice que a es el dividendo, b es el
divisor, q es el cociente y r es el resto.

Los nimeros naturales p > 1 que, como, 2,3,5 y 7 sélo tienen como
divisores positivos a 1 y p, se llaman primos. Los demés se denominan com-
puestos. Al estudio de los nimeros primos se han dedicado, desde muy an-
tiguo, numerosos matematicos.

Teorema 2. Cualquier nimero natural n # 0,n # 1 se puede descomponer
en el producto de potencias de primos distintos, es decir, para cualquier
numero natural n # 0, existen primos distintos p1 # p2 # -+ #* pr Y
naturales oy, o, -,y tales que

al, Q9

n=p'py* ... ppT
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El teorema anterior se conoce con el nombre de Teorema Fundamental de
la Aritmética. Actualmente no se dispone de algoritmos computacionalmente
eficientes que permitan factorizar un nimero natural suficientemente grande.
Tampoco se puede asegurar que un algoritmo de este tipo no pueda ser
encontrado en el futuro. Precisamente en este hecho, se basa la seguridad de
los sistemas criptograficos de clave publica que se utilizan actualmente para
el envio de mensajes privados (como el RSA).

Dados dos enteros a y b, se llama mdzimo comin divisor (en adelante
m.c.d. ) de a y b al mayor de los divisores comunes de a y b. Andlogamente,
se llama minimo comin miltiplo (en adelante m.c.m. ) de a y b al menor de
los multiplos comunes de a y b. Si disponemos de la factorizaciéon en primos
de a y b, es facil comprobar que el m.c.d.(a,b) es el producto de los factores
comunes elevados al menor exponente y el m.c.m(a,b) es es el producto de
los factores comunes y no comunes elevados al mayor exponente. Cuando a
y b solo tienen un factor en comun (es decir, m.c.d.(a,b) = 1), se dice que
son primos entre si. Es evidente que

m.c.m.(a,b) m.c.d.(a,b) = |a.b|,
para cualquier par de nimeros enteros no nulos a y b.

Ejemplo 33. Tenemos una cartulina roja de 180cm? y una blanca de 336cm?
de drea respectivamente; se quieren cortar en trozos de la misma superficie
para hacer tarjetas de visita. Si no deseamos desperdiciar cartulina, cudl
serd el drea mdzrima de estas tarjetas? ;Cudntas podremos hacer de cada
color?

Puesto que el drea de cada tarjeta ha de ser un divisor
de 180 y de 336, la superficie mdrima de la que hablamos
es de:

m.c.d(180,336) = 22 - 3 = 12em?

ya que
180=22-32.5 336=2%*-3.7

Ademds, podremos hacer 15 tarjetas rojas y 28 tarjetas
blancas.

Ejemplo 34. En el pazo de Fefinanes, el fantasma de la Condesa aparece
cada 120 anos y el del conde cada 180. Si aparecieron juntos en el ano 2000,
scudndo volverdn a coincidir?

Volverdn a coincidir en cada maltiplo comin de 120 y
180, la primera vez serd, por lo tanto, en el 2360 ya que

180 =2%2-32.5 120=2%-3-5

m.c.m(120,180) = 2% - 32 . 5 = 360
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Dado que, no se conocen métodos eficaces para encontrar la factorizacién
de a y b, en la préactica se utiliza el Algoritmo de Euclides para el célculo
del maximo comun divisor. Este algoritmo se basa en que, si a y b son dos
enteros no nulos y el resto de la divisién de a entre b es r, se verifica

m.c.d.(a,b) = m.c.d.(b,r) (3.1)
Vedmos un ejemplo del funcionamiento de dicho algoritmo.

Ejemplo 35. Queremos calcular m.c.d(480,372). Aplicamos reiteradamente
el resultado 3.1 y recogemos en una tabla los cocientes y restos de las suce-
swas divisiones.

Cocientes | 1 3 2| 4
480 372 108 | 48 | 12
Restos 108 | 48 | 12| 0

El altimo resto no nulo, 12, es el mdximo comun divisor de 480 y 372.

Es 1til saber que si d = m.c.d.(a,b) es el maximo comin divisor de a y
b, entonces d es el menor entero estrictamente positivo que puede escribirse
como combinacién lineal de a y b, es decir, existen enteros m y n tales que
d = am + bn. En consecuencia, si 1 = am + bn, para ciertos enteros m y n,
se tiene que 1 = m.c.d.(a,b).

3.3. Los numeros Racionales

Puesto que, por ejemplo, la ecuacion 2x = 1 no admite solucién en
el conjunto de los enteros, es necesario definir nuevamente otro conjunto
numérico que, conteniendo a todos los enteros, permita resolver ecuaciones
como la anterior. A los numeros de este nuevo conjunto los llamaremos
racionales, y al conjunto que forman lo denotaremos con la letra Q. Los
podemos definir de la siguiente forma.

En X =7 x Zy definimos la relacion de equivalencia dada por:

(a,b) R (¢,d) & a.d=b.c

El conjunto cociente es QQ y en cada clase de equivalencia podemos tomar
un representante canénico [(m,n)], siendo m y n dos enteros (n positivo no
nulo) y tales que m.c.d.(m,n) = 1. Lo representaremos en forma de fraccién:

m
Asi, se tiene que
—12 6 -3
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Queda claro que Z C QQ ya que, si m es un entero:

m = [(m, 1)] = =

Los nimeros racionales forman un conjunto infinito de nimeros con las

siguientes propiedades:

1.

3.

Es totalmente ordenado (Ya,b € Q, a # b, esa > b 6 b > a). Estarelacién
de orden es la extension de la relacién de orden de Z a Q. Siz = { y
z = g son dos racionales, se tiene que = < z si a.d < b.c.

Q es denso (Va,be@, a <b, EICEQ/a<c<b). El hecho de que
el conjunto Q sea denso significa que entre dos elementos cualquiera
de Q existen infinitos niimeros de Q.

(Q,+,.) es un cuerpo, siendo la suma y el producto las operaciones
siguientes: b
ad + oc
T+ z= bd
Y _ac

siendo x = ¥ y 2 = 5 dos nimeros racionales.

Todo ntimero racional puede ser representado en forma de fraccién
decimal (periédica pura o mixta)>Un nimero decimal puede ser perié-
dico puro (2 = 1) o mixto (1'2343434 ... = 1'234). Para obtener su
expresion en forma de fraccién, procederemos como en los siguientes
ejemplos:

Ejemplo 36. a) Tomemos x = 8'3. Puesto que 10z = 83'3, ten-

dremos que 9z = 83'3 — &3 = 75 y, por lo tanto x = % = %
b) Sea ahora x = T'235656... = 7'2356. En este caso, primero lo

transformamos en un numero decimal periodico puro como el
del caso anterior multiplicando por 100 y tendremos que 100z =
723'56. Ahora 10000z = 72356'56 ¥, por lo tanto 10000x —100x =

71633, con lo que, finalmente x = 21960303.

4. Los numeros Irracionales

El conjunto de los ntimeros racionales, a pesar de ser un conjunto denso

e infinito, no contiene todos los nimeros “necesarios”. Las “lagunas’que fal-
tan entre los niimeros racionales son ocupadas por los niimeros irracionales.
Entre ellos encontramos, a modo de ejemplo, las raices reales no enteras

STéngase en cuenta que el nimero 2 y el nidmero 1,999999999 ... = 1’0 son el mismo.
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de la forma {/a o numeros trascendentes, como 7 6 e. Estos nimeros se
caracterizan por presentar una expresién decimal no periddica.

La introduccion de los ntimeros irracionales permite hacer corresponder
a cada punto de la recta real (recta donde se representan todos los nimeros
reales) un cierto nimero, haciendo que el conjunto de estos nimeros sea
continuo.

En particular, son ntimeros irracionales las raices de las ecuaciones bino-
mias 2" —a =0 (los nimeros de la forma {/a), si éstos no son racionales;
por ejemplo:

V2 = 1,4142135623730950488016887242097 . . .
V10 = 2, 1544346900318837217592935665194 . . .

en particular si a es un nimero primo {/a es irracional. Los nimeros irra-
cionales que no son soluciones de ecuaciones polinémicas como ™ +a,z™ '+
<o+ +ap_12 + an = 0, con coeficientes enteros se llaman trascendentes; por
ejemplo:

m = 3,1415926535897932384626433832795 . ..
e = 2,7182818284590452353602874713527 . ..

Muchos valores que resultan de evaluar logaritmos y funciones trigonométri-
cas son, también, ejemplos tipicos de ntimeros trascendentes.

3.5. Los numeros Reales

Los ntmeros reales retinen a los racionales e irracionales. Para definir-
los supondremos que existe un conjunto R de elementos, llamados numeros
reales, que satisfacen los diez axiomas enumerados a continuacién:

Axiomas de cuerpo 1. z+4+y=y+=x, zy=yx, Vr,y € R (propiedad

conmutativa)

2. z+(y+z2) =(r+y)+z 2 (yz) = (zy) 2z, V,y,z € R (propiedad
asociativa)
z(y+z)=zy+axz, Va,y,z € R (propiedad distributiva)
30,1 € R, 0#1/0+x:x+02x, l-z=z-1=2, Vx eR
(elementos neutros)

5. Vo # 0 € R, 3y,z€R/x+y:y+x:0, rz = zx = 1
(elementos simétricos)

Axiomas de orden
Supondremos que existe un cierto subconjunto R* C R, llamado con-
junto de ntumeros reales positivos, que satisface los tres axiomas de
orden siguientes:
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1. Ve,ye RT, x+yeR" zyeRT

2. VzeR, 240, reRT 6 —xz € RT

3. 0¢RT

Ahora se pueden definir los simbolos <, >, < y > llamados, respec-

tivamente, menor que, mayor que, menor o igual que, mayor o igual
que, de la manera siguiente:

x <y significa y—x€RT

x >y significa y <z

x <y significa z<y 6 z=y
x>y significa y <z

De estas definiciones se deduce:

1. >0 zeRt

2. Six <0 se dice que = es negativo

3. Six >0 se dice que x es no negativo
4

Si z < 0 se dice que x es no positivo

Axioma de completitud
Todo conjunto no vacio .S de ntimeros reales que esté acotado superi-
ormente admite un supremo, es decir:

VS CR, S #0, ElbeR/bzs, Vs € S.

3.6. Los numeros Complejos

Nuevamente, el conjunto de los ntimeros reales no nos sirve para encon-
trar todas las soluciones de ecuaciones como 2> 4+ 1 = 0. Por ejemplo, para
n = 1 las soluciones de 2 +1 =0 son ++/—1. Estas soluciones no existen
en el cuerpo de los niimeros reales. De hecho, no existe ningiin niimero real
cuyo cuadrado sea —1, es decir, Bz € R / 22 = —1 5. La resolucién de este
tipo de ecuaciones’ es la que generé el conjunto de los ntmeros complejos,
que exponemos a continuacion:

SEsto es consecuencia de los axiomas de R, ya que, si « es un nimero real, siempre se
tiene que 2% > 0.

"Carl Friedrich Gauss (1777-1855), al demostrar el teorema fundamental del dlgebra en
su tesis doctoral, fue el primero en encontrar la resolucion formal de la ecuacién algebraica
polinémica 22 + 1 = 0. Euler, Newton y Lagrange, entre otros, lo habian intentado pre-
viamente sin éxito. Sus resultados sirvieron de base para el desarrollo de la teoria de los
nimeros complejos que mas tarde haria Cauchy.
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Definicion 48. Por ntmero complejo entenderemos un par ordenado de
nimeros reales, que designaremos por (a,b). La primera componente, a, se
llama parte real del numero complejo; la seqgunda componente, b, se llama
parte imaginaria del ndmero complejo. Designaremos al conjunto de todos
los nimeros complejos por C.

Es claro que R C C, sin més que identificar cada = € R con el complejo|(z, 0)].
Los niimeros complejos admiten una representacién gréafica en el plano®
R? tomando el par ordenado de valores reales (a,b) que constituyen el
ndmero complejo z, y representando la parte real en el eje de abscisas y
la parte imaginaria en el de ordenadas. En la figura 3.3 se muestra la repre-
sentacién grafica del nimero complejo z = (2,1).

z=(2,1)

| Re

Figura 3.3: Representacién grafica de un niimero complejo

Definicién 49. Dos nimeros complejos (a,b) y (¢, d) son iguales si y sélo
sta=cyb=d

Definicion 50. Se definen la suma y el producto de dos nimeros complejos
21 = (aa b) y R2 = (Ca d) por:

21+ 22=(a+c¢,b+d)
21+ 22 = (ac — bd, ad + bc)

Definicién 51. El nimero complejo (0, 1) se representa por i y se denomina
unidad imaginaria.

Propiedad 1. Todo nimero complejo (a,b) puede expresarse de la forma:
z=(a,b)=a+b-i
Propiedad 2. i = —1.
Demostracion.
i=(0,1) = i*=(0,1)(0,1) = (=1,0) = =1+ 0i = —1
O

Definicién 52. Dado un nimero complejo z = (a,b) = a+0b-1i, se define y
representa el conjugado de z como el niumero:

z=(a,—b)=a—b-i
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Im z=(2,1)

z=1(2,-1)

Figura 3.4: Conjugado de un nimero

Noétese que si z es un complejo, se tiene que z € R si, y sélo si, Z = z.

Teniendo en cuenta que para representar un nimero complejo es nece-
sario un par ordenado de nimeros reales, es posible representar un niimero
complejo en un plano. En la figura 3.4 se muestra un punto z = (2,1) y
su conjugado z = (2,—1). Como se puede ver en la figura, la conjugacién
consiste en una reflexién (o simetria) respecto al eje de abscisas.

Definicién 53. Dado un nimero complejo z = (a,b) = a+b-1i, se define su
médulo, y se representa por |z|, como la longitud del vector que representa
en el plano de Gauss, esto es:

2 = [(a, )] = +Va? + 02 = 1z 2

el médulo de un complejo z suele denotarse por p.

Definicién 54. Se define el argumento de un nimero complejo z = (a,b)
como el dngulo que forma el vector que representa con el eje de abscisas, en
el plano de Gauss, es decir:

b
arg (z) = arctg —
a

z=(a,b) =p/0

Figura 3.5: Representacién moédulo-argumento de un nimero complejo

el argumento de un nimero complejo suele denotarse por 6. En la figu-
ra 3.5 se muestran el médulo y el argumento de z.

8También conocido como plano de Gauss.
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De esta forma, un nimero complejo puede escribirse en cualquiera de
las tres formas que se han visto: z = (a,b) = a + bi = p/6. Se deducen
inmediatamente las siguientes relaciones:

a = pcosf p=+Va*+b?

b
b= psenf 0 = arctg —
a

Siz = p/0 = p(cosh + senf - i) es un complejo cualquiera, su conjugado

Z viene dado por Z = p/—0.% La expresién de un complejo en forma polar

(p/6) permite multiplicar facilmente dos complejos z = p/0 vy 2/ = p' /0 ya

que: o o
2.7 = p.p'/@ +6¢

En consecuencia, si z = p/6 es no nulo, es decir p # 0, entonces el inverso
de z para el producto es

ya que
22t =(pp H/H—-0=1/0=1

Dados dos complejos z1 =a+b-iy z3 = c+d-i (este no nulo), la divsién

j—; es el producto 21 - 25 1 que puede calcularse en forma binémica:

s xa% _ (atb-i)(c—d-i)  (ac+bd)+ (bc—ad) i

29 29Z3  (c+d-i)(c—d-1) c? + d?

o, en forma polar, si z1 = p1 /601 y z2 = pa/02, entonces:

a_ Py
2’2_(P2)/01 b

“Hay que tener en cuenta que cos(—6) = cos(6) y que sen(—6) = —sen(d).





