Tema 1

Introduccion a la teoria de
conjuntos

1.1. Elementos y conjuntos

Se partird, en esta introduccién, de la existencia intuitiva de unos entes
matematicos que se denominaran conjuntos.

Definicion 1. Un conjunto es una coleccion de objetos bien definidos y
diferenciables entre si que se llaman elementos.

Los conjuntos se designan, habitualmente, por letras latinas mayusculas:
A, B, ...y los elementos por letras latinas mintsculas: a,b,...; si a es un
elemento del conjunto A, se dird que a pertenece al conjunto A, y se escribira
a € A. En caso contrario, se dird que el elemento no pertenece al conjunto
y se denotard a ¢ A.

Al conjunto que carece de elementos se le denomina conjunto vacio, y se
denota por 0.

Definicion 2. Se dice que un conjunto A estd bien definido cuando, dado
un elemento cualquiera x, es cierta una, y solo una, de las proposiciones
siguientes:

1. z€ A
2. z¢ A

Ejemplo 10. La proposicion “Todos los alummnos que aprobardn Matemdti-
cas en junio” no define adecuadamente un conjunto puesto que, dado un un
alumno, no se puede afirmar de antemano si aprobard o no en junio.

Un conjunto puede ser definido por extensidn, enumerando todos y cada
uno de sus elementos, o por comprension, diciendo cudl es la propiedad que
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20 TEMA 1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE CONJUNTOS

los caracteriza.t

Ejemplo 11. Se muestran a continuacion algunos ejemplos de conjuntos
definidos por comprensién: El conjunto de todos los numeros naturales pares,
el conjunto de todos los europeos, el conjunto de los vehiculos automouviles.

Ejemplo 12. Algunos conjuntos definidos por extension:
» una lista de la compra: B = {pan,leche, aceite}
» algunos numeros naturales: A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

» electrodomésticos de linea blanca: C = {lavadora, secadora, horno,la-
vavajillas, cocina, . . .}.

Como se aprecia en este ejemplo, es habitual utilizar las llaves “{” y “}”
para delimitar los elementos que componen un conjunto.

1.1.1. Inclusion

Definicion 3. Dados dos conjuntos A y B, se dice que A es un subconjunto
de B, y se expresa A C B, cuando todos los elementos de A son también
elementos de B, es decir:

Si{Vx,r€ A = x € B}.

Se dird, entonces, que A esté incluido o contenido en B. Cuando A no esté
contenido en B, se escribird A Z B (lo cual quiere decir que existe a € A
tal que a & B).

En la figura 1.1 en la pagina siguiente se muestra, mediante Diagramas
de Venn,? un conjunto A subconjunto de otro B.

Definicion 4. El conjunto formado por todos los subconjuntos de uno dado
A se denomina partes de A, y se denota p (A).

'Ha de tenerse precaucién cuando se enuncia la propiedad que caracteriza a los ele-
mentos de un conjunto. En determinadas circunstancias, es posible llegar a situaciones
paraddjicas en las que una propiedad incorrectamente enunciada no es capaz de generar
el conjunto que se pretende.

Un ejemplo tipico de este tipo de problemas es la paradoja del barbero, analizada en
detalle por Bertrand Russell (18721970, ver Apéndice 7?7 en la pagina 77): Se divide a
los hombres de una poblacién entre los que se afeitan a si mismos y los que son afeitados
por el barbero. {En cuél de los dos conjuntos resultantes se ha de colocar el barbero? (se
simplificard aqui el ejemplo suponiendo que un hombre se afeita a si mismo, o es afeitado
por el barbero, no pudiendo suceder ambas posibilidades en el mismo individuo, y que en
la poblacién hay un solo barbero).

?Los Diagramas de Venn fueron introducidos en 1880 por John Venn (1834-1923, ver
Apéndice 77 en la pagina ?7). Basicamente, se trata de una coleccién de curvas simples y
cerradas, dibujadas en el plano. Son muy utiles para visualizar relaciones entre conjuntos.
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Figura 1.1: Inclusiéon de Conjuntos, A C B.

Ejemplo 13. Se exponen a continuacion dos conjuntos sencillos, y sus
partes:

Si A={a,b} = p(A)={0,{a},{b},A}.
SiA:{a;b,C} = p(A):{@,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},A}-

Definicion 5. Un conjunto A es finito si tiene un numero finito de ele-
mentos que se llama cardinal y se denota |A| o #A. En caso contrario, se
dice que A es no finito.

Es facil comprobar que si A es un conjunto finito, tambien lo es p (A) y,
ademas, |p (A)] = 24l

Definicion 6. Dos conjuntos A y B son tguales si, simultdneamente, se
verifica A C B y B C A, es decir:

A=B & ACB AN BCA

Propiedades 1. Dados tres conjuntos A, B y C, la inclusion verifica las
siguientes propiedades:

1. A C A (Propiedad Refleziva).
2. ACB N BCA = A= B (Propiedad Antisimétrica).
3. ACB AN BCC = ACC (Propiedad Transitiva).

Demostracion.

ACB luego VexeA = z€B
BCC luego VeeB = xe(

por tanto, sera:
VieA = 2B = ze€C

por lo que, finalmente, serd A C C. ]

4. 0CA
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% A

Figura 1.2: Complementario de A respecto a U.

1.2. Operaciones entre conjuntos

1.2.1. Complementacién

Definicion 7. Dado un conjunto U, se llama complementario del con-
junto A C U, y se denota A, al conjunto de todos los elementos de U que
no pertenecen a A, es decir:

A:{:EGU/QCQA}

Obsérvese que la propiedad que determina al complementario de A es la
negacién de la propiedad que determina los elementos de A.

En la figura 1.2 se muestra, en la zona rayada, el conjunto complemen-
tario de A respecto a U.

Propiedades 2. Dado un conjunto U y dos subconjuntos suyos A y B, se
verifican las siguientes propiedades®:

1. 0=U.
2. U=40.
3. A=A.
4. ACB & BCA.

1.2.2. Unién

Definicion 8. Dados dos conjuntos A y B se llama union de A y B, y se
representa AU B, al conjunto formado por elementos de A o de B:

AUB:{m/xGA V :L‘EB}

3Cuando, en un contexto determinado, se consideran siempre conjuntos que son sub-
conjuntos de uno dado U, a dicho conjunto de referencia U se le denomina conjunto
universal.
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Figura 1.3: Unién de conjuntos: Figura 1.4: Interseccién de conjun-
AUB. tos: AN B.

De esta definicién se deduce que un elemento pertenece a la unién si
pertenece al menos a uno de los dos conjuntos. En la figura 1.3 se muestran
dos conjuntos A y B, y el conjunto A U B —éste ultimo comprende la zona
rayada de la figura—.

Propiedades 3. Dados los conjuntos A, B y C, subconjuntos de U, la union
de conjuntos verifica las siguientes propiedades:

1. AC(AuUuB), BC(AUB).

ACB & AUB=18B.

ACC N BCC & (AuB)CC.

AUA = A (Propiedad Idempotente).

AUB = BU A (Propiedad Conmutativa).

AU (BUC)=(AUB)UC (Propiedad Asociativa,).

AUU =U (U es el conjunto universal).

ST N e R S

AUD = A.

1.2.3. Interseccion

Definicion 9. Dados dos conjuntos A y B se llama interseccion de A y B,
y se representa AN B, al conjunto formado por los elementos que pertenecen
a Ay aB, es decir:

AOB:{x/xeA A wGB}

De la definicion se sigue que un elemento pertenece a la interseccién si
pertenece a los dos conjuntos. En la figura 1.4 se muestra un ejemplo de
interseccion entre los conjuntos A y B. Nuevamente, la zona rayada de la
figura indica el conjunto interseccién A N B.
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Figura 1.5: AU(BNC). Figura 1.6: AN (BUC).

Propiedades 4. Dados tres conjuntos A B y C, subconjuntos de U, la
interseccion verifica las siguientes propiedades:

1.
2
3
4.
5
6
7

8.

(ANB)C A, (ANnB)CB.

ACB & ANnB=A.

SiACC AN BCC = (AnB)cc4
ANA=A (Propiedad Idempotente).
ANB=BNA (Propiedad Conmutativa,).
AN(BNC)=(ANB)NC (Propiedad Asociativa,).
ANU = A (U es el conjunto universal).

ANQ=10.

Propiedades 5. Ademds, la union y la interseccion verifican las siguientes
propiedades conjuntas:

1.

2
3
4.
5
6

AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC) (Ver figura 1.5).
AN(BUC) = (ANB)U(ANC) (Ver figura 1.6).
AUA=U.

ANA=10.

(AUB) = AN B (Primera Ley de De Morgan,).

(AN B) = AU B (Segunda Ley de De Morgan,).

Definiciéon 10. Si dos conjuntos no tienen ningun elemento en comun, se
dice que son disjuntos, es decir:

A y B son disjuntos < ANB=1

4Nétese que puede suceder que AN B C C'y, sin embargo A Z C'y B Z C. Es el caso
de A={a,z}, B={ba}y C={z,y}
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(a) Diferencia: A — B. (b) Diferencia simétrica: AAB.

Figura 1.7: Diferencia de conjuntos

1.2.4. Diferencia

Definicion 11. Dados dos conjuntos A y B se llama diferencia entre A y
B, y se representa A — B, al conjunto formado por los elementos de A que
no pertenecen a B:

A-B={zeA/z¢B}

En la figura 1.7(a) se muestran dos conjuntos A y By, representado por
el area rayada, el conjunto A — B. Se aprecia con facilidad que A — B y
B — A son, en general, distintos. Por otro lado, es claro que A— B=ANDKB

Definicion 12. Dados dos conjuntos A y B se llama diferencia simétrica
entre A y B, y se representa AAB, al conjunto union de los elementos de
A que no pertenecen a B con los elementos de B que no pertenecen a A, es
decir:

AAB = (A—-B)U (B - A)

En la figura 1.7(b) se muestran dos conjuntos Ay B,y en el area rayada,
el conjunto diferencia simétrica AAB. Es facil ver que AAB = BAA vy,

ademas:
AAB=(ANB)U(BNA)=(AUB)—-(ANB)

1.2.5. Producto Cartesiano

Definicién 13. Dados dos conjuntos A y B, se llama producto cartesiano
de A por B, y se denota AX B, al conjunto constituido por pares ordenados
de elementos, el primero perteneciente al conjunto A y el sequndo al B. Esto

es:
AxB={(a,b) fa€ A A be B}

Ejemplo 14. El producto cartesiano A x B de los conjuntos A = {1,2,3}
y B ={a,b} es el conjunto:

AxB={(,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b) }
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Figura 1.8: Representaciéon gréfica de A x B

Cuando sea posible, es ttil representar graficamente el producto carte-
siano por medio de diagramas de coordenadas cartesianas. Para ello se toman
dos rectas OX y OY, perpendiculares u oblicuas, de forma que el punto O
es la interseccion de ambas. Este punto recibe el nombre de origen, la recta
OX es el eje de abscisas y la OY es el eje de ordenadas. El conjunto A
se representa linealmente en OX, y el B en OY. Los elementos (a,b) de
A x B se representan por puntos resultantes de la interseccién de la paralela
a OY por a con la paralela a OX por b. En la figura 1.8 se muestra la
representacion en coordenadas cartesianas del ejemplo anterior.

Dos pares ordenados (a,b) y (c¢,d), elementos del producto cartesiano
Ax B, sonigualessia =c¢ y b=d. Es claro que, en general, Ax B # Bx A.

Propiedades 6. Dados los conjuntos A, B, C' y D, el producto cartesiano
verifica las siguientes propiedades:

1. AX(BUC)=(AxB)UAxC), (BUC)xA=(BxAUCxA).
2. Ax(BNC)=(AxB)NAxC), (BNC)xA=(BxANC x A).
3. (AUC)x (BUD)=[(AxB)U(CxD)]U[(Ax D)U(C x B)].
4. (AxB)N(CxD)=(ANnC)x (BND,).

Se puede extender la definicién de producto cartesiano a n conjuntos:”

Definicién 14. Dados n conjuntos Ay, Ao, ..., A, se define su producto
cartestano como:

A1><A2><--~><An:{(a1,ag,...,an) /aiEAi, Vi:1,2,...,n}

5Un ejemplo tipico de producto cartesiano es el plano R?, que resulta de efectuar el
producto cartesiano R x R. El espacio euclideo R, en el que se resuelven gran cantidad
de problemas de ingenieria, es la extensiéon del producto cartesiano de tres conjuntos:
R xR xR.
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Figura 1.9: Representacion grafica Figura 1.10: Representacién grafi-

de RCAx B cadeCCR xR

1.3. Relaciones entre conjuntos

Definiciéon 15. Dados dos conjuntos A y B, una relaciéon R es un subcon-
junto del producto cartesiano A x B. Al conjunto A se le denomina conjunto
inicial de la relacion, y al B conjunto final.

Si el par ordenado (a,b) pertenece a R, se dird que a estd relacionado
con b, y se denotard aRb.

Ejemplo 15. Para los conjuntos A y B del ejemplo 14 en la pdgina 25,
se tiene que A x B ={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b) }. Una posible
relacion seria R = { (1,a),(2,b),(3,a) }.

En la figura 1.9 se muestran, mediante puntos, los elementos de A x B,
y mediante circulos los de R.

Ejemplo 16. Para el producto cartesiano R x R, seran A = B = R. Una
posible relacion podria ser C = {(x,y) eER xR / 22 4+y? = 7“2}, stendo r
un numero real positivo.

En la figura 1.10 se muestran los conjuntos A y B (los ejes cartesianos),
y toda la superficie del papel, en la que se encuentran los ejes, que constituye
el producto cartesiano A x B =R x R = R2. Los elementos de la relacién C
serdn los puntos de ese plano que verifiquen la ecuacion que la caracteriza.
En la figura, esos puntos se encuentran sobre la linea fina que, como se
aprecia, forma una circunferencia de radio .

Ejemplo 17. FEl estado de una partida de un juego de barcos se determina,
habitualmente, en un tablero cuadrado de 100 casillas, ordenadas en 10 filas
y 10 columnas numeradas respectivamente del 1 al 10 y de la A a la J, tal
como se muestra en la figura 1.11 en la pdgina siguiente. Si llamamos X al
conjunto de las filas del tablero e Y al de las columnas, las casillas del tablero
seran pares ordenados de la forma (z,y) € X X Y. La situacion de la flota
de barcos en el tablero bien puede considerarse una relacion F C X x Y.
En concreto, los barcos que se muestran en el tablero de la figura 1.12 en la
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Figura 1.11: Tablero de una parti- Figura 1.12: Flota de barcos (F)
da de barcos: X x Y. y torpedos disparados (7°) en un
tablero de barcos (X x Y).

pdgina siguiente constituyen la relacion:
f = {(B7 2) ? (B7 3) ? <B74) ? (E7 8) ? <F7 8) ) (G’ 8) ? (H’ 3) ? (H’ 4) ? (H7 5)}

Por otra parte, los sucesivos intentos de hundir la flota, indicados en la
figura 1.12 mediante torpedos, constituyen otra relacion T de la forma:

T:{(D>6)7(E72)7(F78)>(H75)>(179)}

Los impactos que los torpedos han producido en los barcos, serdn la relacion
interseccion entre ambas: T = F N'T = {(F,8),(H,5)}.

Definicién 16. Dado un conjunto A, se llama relaciéon binaria de A a
cualquier subconjunto de A x A.

La relacién binaria es, por tanto, un caso particular de relacién en el que
coinciden el conjunto inicial y el final.

1.3.1. Relacién de Orden

Definicion 17. Se llama relacion de orden en un conjunto A, y se repre-
senta por < a una relacion binaria en A cuyos elementos (pares) satisfacen
las siguientes propiedades:

1. a < a (Propiedad Reflexiva).
2. Siap <ax N az a1 = ay = ay (Propiedad Antisimétrica).

3. Siay <az N as a3 = a1 < az (Propiedad Transitiva).
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Figura 1.13: Ejemplo de una Figura 1.14: Ejemplo de una
Relacion de Orden. Relacion de Equivalencia.

Sia < b se dice que a es anterior® a b. En la figura 1.13 se muestra un
ejemplo de relacion de orden entre los elementos a,b,c y d del conjunto A.
Cada una de las flechas de la figura relaciona entre si dos elementos, de
forma ordenada; por ejemplo: la flecha que va del elemento a al elemento
b significa que el par (a,b) pertenece a la relacion de orden, o lo que es lo
mismo, que a < b.

Ejemplos 1. 1. Dado cualquier conjunto A, la relacion “estar contenido
en “definida en p(A) es una relacion de orden.

2. SiA=N,Z,Q oR, la relacion “<’es tambien de orden.

3. Dados dos nimeros enteros a y b, se dice que a divide a b y se denota
alb si existe un nimero entero m tal que b = am. Es facil comprobar
que es reflexiva y transtiva. Cuando la restringimos a un subconjunto
A de mimeros enteros del mismo signo (es decir ACZT o ACZ™),
se convierte en una relacion de orden.

1.3.2. Relacién de Equivalencia

Definicion 18. Se llama relacién de equivalencia en un conjunto A, y
se representa por R, a una relacion binaria en A cuyos elementos (pares)
satisfacen siguientes propiedades:

1. aRa (Propiedad Reflexiva).

2. Sia1Raz = axRay (Propiedad Simétrica).

5De la relacién de orden nace, por ejemplo, el ordenamiento de los nimeros reales. No
es de extranar el parecido entre el simbolo “<” y el simbolo “<” (o, a veces, “<”) utilizado
para ordenar de menor a mayor los niimeros reales.
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3. SiaiRaz N agRas = ai1Ras (Propiedad Transitiva).
Ejemplo 18. En Z, la relacion:
a =9 b<= a—"b es un miltiplo de 2

es una relacion de equivalencia. FEsta definicion se puede extender, con-
siderando cualquier entero positivo m y definiendo:

a=mb<= a—> es un multiplo de m

En la figura 1.14 en la pdgina anterior se muestra una grdfica de la
relacion anterior entre los elementos 1,2,...,8 del conjunto B. Las flechas
de la figura, al igual que en el ejemplo anterior, indican la existencia de
relaciones entre los elementos a los que unen. Obsérvese que, ahora, todas
las flechas son dobles.

Las relaciones de equivalencia permiten agrupar elementos relacionados
entre si en subconjuntos, tal y como se aprecia en la figura. Estos subcon-
juntos se llaman clases de equivalencia:

Definicion 19. Dado un conjunto A dotado de una relacion de equivalen-
cia R, se llama clase de equivalencia del elemento a € A, y se denota
por C(a) al conjunto de los elementos de A que estdn relacionados con a
mediante R. Es decir:

Cla)={z €A/ aRa}

La relacién de equivalencia del ejemplo que hemos visto antes divide a
los elementos del conjunto Z en dos clases de equivalencia, una formada por
los niimeros pares, y la otra por los impares. Cuando la relacién es =,,,
tenemos m clases de equivalencia © [0],[1],. .., [m — 1].

Propiedades 7. Las clases de equivalencia verifican las siguientes pro-
piedades:

1. Dos elementos a1 y as relacionados entre si engendran la misma clase

de equivalencia®.

Demostracion.

Va; € C(a), a1 Ra

(a)
Vagy € C(a), aaRa = aRas = mRay

por tanto, serd a; € C(ag) y az € C(ay), con lo que, al fin:
C(a1) =C(a2) =C(a)
O

"Un niimero entero x pertenece a la clase de equivalencia [r], con 0 < r < m — 1, si r
es el resto de la division de x entre m.

8Teniendo esto en cuenta, una clase de equivalencia puede representarse por cualquiera
de sus elementos.
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2. Dos clases de equivalencia distintas son disjuntas, es decir, no pueden
tener elementos comunes.

Definicién 20. A una familia {A;}ier de subconjuntos no vacios de A que
verifica:

-A:Um

el
» A, NA; =0, para todo i # j
se le llama particion de A.

Definicion 21. Dada una relacion de equivalencia R, definida en un con-
Junto A, se llama conjunto cociente de A respecto a R, y se denota A/R,
al conjunto cuyos elementos son las clases de equivalencia engendradas en
A por R. En el ejemplo que estamos manejando el conjunto cociente 2] =,
tiene m elementos. Este conjunto se denota Z., y se llama conjunto de restos
modulo m.

Es facil comprobar que una particién define una relacién de equivalencia
y viceversa.

1.4. Aplicaciones y funciones

Definicion 22. Sean A y B dos conjuntos no vacios. Se llama correspon-
dencia univoca f de A en B, y se representa® por f : A — B, a un
subconjunto f del producto cartesiano A x B tal que cada elemento de A
posee, a lo sumo, un correspondiente en B. Esto es:

Va € A, Sibl,bQEB/(a,bl) ef /\(a,bg) ef = b =b

Definicién 23. Si (a,b) € f se dice que b es la imagen de a, y que el
elemento a es el original de b por la correspondencia f. El conjunto A se
llama conjunto inicial, y el B conjunto final. La relacion entre a y b
debida a f se suele representar de la forma:

f:A— B
a — f(a)="0

Ademds, se llama dominio de f y se denota como Dom(f), al subcon-
junto de A formado por los elementos que poseen imagen en B, es decir:

Dom(f)={a€ A/ 3be B tal que (a,b) € f}

9La correspondencia f también se puede representar como

ALB 6 fcAxB
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Definiciéon 24. Sean A y B dos conjuntos no vacios. Se dice que una co-
rrespondencia univoca f : A — B es una aplicacion si cada elemento de A
posee un unico correspondiente en B. Esto es:

Vac A, 3'be B, (a,b) € f

De lo dicho anteriormente, se desprende que una correspondencia univoca f
es aplicacion si, y sélo si, Dom(f) = A.

Ejemplo 19. Se puede considerar que el arco iris define una aplicacion que
asocia a cada rango de frecuencias del espectro electromagnético, un color
de los que percibimos, tal como se muestra en la figura 1.15.

_ naranja verde
rojo amarillo azul violeta
S A A .
4,28 | 5,17] 6,12 6,97 7,49 Hz10%
4,63 5,35

Figura 1.15: Aplicacién del espectro visible

Ejemplo 20. El horario de un ferrocarril define una aplicacion entre un
conjunto de estaciones a,b,c,... y un conjunto de numeros que sirven para
expresar la medida del tiempo (8h, 8h30m, 8h57Tm,...) que invertird el tren
en llegar a cada estacion.

El tren no puede estar en dos estaciones al mismo tiempo, por lo que en el
horario no puede corresponder la misma medida de tiempo a dos estaciones
distintas. Fsto hace que esta correspondencia entre estaciones y horarios sea
efectivamente una aplicacion.

Se suele denominar funcion a la correspondencia f : A — Bsi Ay B
son, ambos, conjuntos numéricos. Con frecuencia, se utiliza la letra x para
denotar los elementos del conjunto inicial de f, y la letra y para los elementos
del conjunto final. En este caso, si (z,y) € f se representard y = f(x).

Ejemplo 21. Una tabla de sequros de vida es una funcion que asocia a
la edad de cada solicitante (1 ano, 2 anos, 3 anos, etc.) el importe de las
primas que ha de pagar para suscribir tal sequro.

Ejemplo 22. La regla que permite calcular el perimetro p de una circun-
ferencia multiplicando su didmetro 2r (siendo r el radio) por la constante
7w~ 3,1416, es una funcién real de variable real, ya que el conjunto inicial
es el de los numeros reales, R, y coincide con el de llegada. Se representa:

p= f(r)=3,1416 - 2r
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(a) f:R—R. (b) f: Rt —R.

Figura 1.16: Funcién y = f(x) = ++/z definida en diferentes conjuntos

Es conveniente precisar que para determinar totalmente una correspon-
dencia no es suficiente con especificar la regla que liga a los elementos de
los conjuntos inicial y final; es necesario, también, especificar cudles son
estos conjuntos. En la figura 1.16 se muestra un ejemplo de esto. En la figu-
ra 1.16(a) se muestra una imagen de la correspondencia y = ++/x entre R
y R, siendo el dominio de esta correspondencia RT. En la 1.16(b) se consid-
eran como conjunto inicial R™ y como conjunto final R, resultando, en este
segundo caso que f es una aplicacion.

Definiciéon 25. Se dice que una aplicacion f: A — B entre A y B es:

1. inyectiva si el original de un elemento de B estd formado, a lo sumo,
por un elemento de A, esto es:

Sif(al):f(ag):b:> a; = as, Val,CLQEA,VbEB

2. sobreyectiva, suprayectiva o exhaustiva si todo elemento de B es
imagen, al menos, de un elemento de A, es decir:

Voe B, Jac A/ f(a)=b

3. biyectiva o biunivoca si es a la vez inyectiva y sobreyectiva.
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Figura 1.17: Aplicacién inyectiva y no Figura 1.18: Aplicacién sobreyectiva y
sobreyectiva no inyectiva

Figura 1.19: Aplicacién biyectiva

Figura 1.20: Aplicacién no inyectiva y
no sobreyectiva
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En las figuras de la pagina anterior se muestran ejemplos de aplicaciones,
mediante diagramas de Venn. En la figura 1.17 se muestra una aplicacién
inyectiva.

En las figura 1.18 se muestra un ejemplo de aplicacion sobreyectiva.

En las figura 1.19 se muestra un ejemplo de aplicacién biyectiva. Se
comprende facilmente, a la vista de esta, que este tipo de aplicaciones trans-
forman todos los elementos del conjunto inicial en todos los del conjunto
final. Al mismo tiempo, cada elemento del conjunto final es imagen de un
unico elemento del inicial.

Por 1ltimo, en la figura 1.20 se tiene un ejemplo de aplicacién que no se
corresponde con ninguno de los tres tipos de los ejemplos anteriores.

Es interesante destacar que si los conjuntos A y B son finitosy f : A — B
es una aplicacién entre ellos, se verifica que:

» Si f es inyectival®, entonces |A| < |B|
» Si f es sobreyectiva, entonces |A| > |B|
= Si f es biyectivall, entonces |A| = |B]

Definicion 26. Dados tres conjuntos A, B y C, y dos funciones f y g tales
que
f:A— B g:B—C
a— f(a)=0 b — g(b)=c

se llama composicion de f con g a la funcion

gof:A—C
a —(gof)(a)=glf(a)=9g(b) =c

Definicion 27. Se llama aplicacion identidad a una aplicacion I, entre
Ay A de la forma:
Ip: A— A
a — Ia(a)=a

Definiciéon 28. Sea f : A — B una aplicacion. Se dice que g : B — A es
una aplicacién inversa de f si se verifica que fog=1Ig ygo f=14.

Proposicién 1. Dada una aplicacion f : A — B, si f admite inversa, ésta
es inica y se denota f~1.
Ademds f admite inversa si, y sdlo si, f es biyectiva.

10Fste principio se conoce como Principio de Palomar. Es claro que si tenemos un
conjunto de n palomas y otro conjunto de m nidos, con n > m, y definimos una aplicacién
entre ellos que consiste en enviar cada paloma a su nido, al menos dos palomas comparten
un nido, es decir la aplicacién no es inyectiva.

" Conviene destacar que, si bien no todos los conjuntos con el mismo cardinal son biyec-
tivos, si es posible definir siempre una aplicacién biyectiva entre dos conjuntos con el
mismo nimero de elementos.





