13. CALCULO DE PROBABILIDADES

13.1 Introduccidn

El estudio matemétio del cédlculo de probabilidades nace ligado a los juegos
de azar. En el siglo XVI, el matematico italiano Cardano escribe el Liber de
Ludo Aleae (libro de juegos de azar) en el que ya se comentan intuitivamente
conceptos como los de equiprobabilidad y esperanza matemadtica. Varias dé-
cadas mas tarde, Galileo resolvié problemas que surgieron asociados al juego
de los dados. Parte de sus indagaciones sobre probabilidad fueron recogidas en

el libro Considerazione sopra il gioco di dadi (consideraciones sobre el juego de
los dados).

El auge de los juegos de azar en la sociedad francesa del siglo XVII provoca
que un gran aficionado a estos juegos, el caballero de Meré, solicitase ayuda del
matemadtico frances Pascal. Este, a su vez, mantuvo numerosa correspondencia
con Fermat sobre los problemas planteados. Esta correspondencia que esté
recogida en parte en el libro de Huygens De Ratiociniis in Ludo Aleae, se
considera el origen de la teorfa de la probabilidad.

A finales del siglo XVII, Jacob Bernoulli enuncia una primera definicién de
probabilidad y establece la versién inicial de la ley de los grandes nimeros para
proporciones (marcando asi el inicio de la utilizacién de la probabilidad para
fines estadisticos). Esas nociones aparecieron recogidas, con mucha posteriori-
dad, en su libro péstumo Ars Conjectandi.

Hacia final del siglo XVIII, Laplace formalizé los conceptos debidos a Ber-
noulli y ahondé en el problema de asignacién de probabilidades. Uno de los
méritos de este matemstico fue el de divulgar la teoria de las probabilidades a
lectores no especialistas en el tema.

En el siglo XX, el interés por la teoréa de la probabilidad resurgié con
mucha fuerza a raiz de los trabajos de Kolmogoroff, que fue el primero que axio-
matizo el concepto intuitivo de probabilidad, apoyandose en las herramientas
matematicas del momento: la teorfa de conjuntos y la teoria de la medida.
Gracias al avance tan espectacular de esta teorfa nacié la concepcién actual de
Estadistica, en la que se obtienen conclusiones sobre modelos probabilisticos
basadas en la informacién suministrada por los datos de la realidad.

Actualmente, la teoria de la probabilidad tiene amplisimas aplicaciones en
campos tan diversos como la Quimica, la Economia, la Genética, la Compu-
tacién, la Politica o la Ingenierfa.
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13.2 Definiciones basicas

Un experimento aleatorio es aquel que cumple las propiedades siguientes:

e sus posibles resultados son conocidos de antemano.
e puede repetirse en idénticas condiciones cudntas veces se desee.

e ¢l resultado de una realizacién concreta no se puede conocer con anterio-

ridad.

El espacio muestral asociado a un experimento aleatorio es el conjunto de
todos los posibles resultados del mismo. Lo denotaremos por E.

Los sucesos son cada uno de los subconjuntos del espacio muestral.

Los sucesos formados por un tinico elemento se denominan sucesos elemen-
tales. El conjunto () es el suceso imposible, mientras que FE es el suceso seguro.
Dado un susceso A, su contrario o complementario es A.

Ejemplo 1: Lanzamiento de un dado. Aqui se tiene el espacio muetral
y el conjunto de posibles sucesos S.

E = {1,2,3,4,5,6},
S = {0,{1},{2},... . {6},{1,2},... ,{5,6},{1,2,3),... . {1,2,3,4,5,6)}

El suceso, “obtener par” es A = {2,4,6} y su contrario es A = {1,3,5},
“obtener impar”.

A la hora de expresar ciertos sucesos de formas equivalentes resulta de
utilidad la definicion A\B = AN By las leyes de De Morgan:

(AUB)=ANBy(ANnB)=AUB.

13.3 Nocién de probabilidad.

El concepto abstracto de probabilidad se formalizé hacia principios del siglo
XX con la axiomatica de Kolmogorof.

Dado un espacio muestral (F,S), una probabilidad sobre dicho espacio no
es mas que una funcién P : S — R, que verifica

1. P(A)>0,VAeS.
2. P(E)=1.
3. ABeScon ANB=(0= P(AUB)=P(A)+ P(B).

Propiedades:
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3. P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
4. P(A\B) =P (A)— P(ANB).

5. AC B= P(A) < P(B).

Como consecuencia del tercer axioma, para cualquier espacio muestral fini-
to, basta asignar las probabilidades de los sucesos elementales. La de cualquier
otro suceso viene dada por la suma de las probabilidades de los sucesos ele-
mentales que lo componen. En caso de que ademas dicha asignacién sea equi-
probable, es decir todos los sucesos elementales tengan la misma probabilidad,
se obtiene la llamada regla de Laplace:

_ #A  “Casos Favorables”
 #FE  “Casos Posibles”

P (A)

Ejemplo 2: En el ejemplo del lanzamiento de un dado, suponiendo el dado
perfectamente simétrico y otorgando, por tanto, igual probabilidad a los seis
posibles valores, se tiene

P{1}) = P2 =P({3) = P({1}) = P(I5) = P({6}) = 5.
PA) = S P,

€A

13.4 Probabilidad condicionada

13.4.1 Experimentos compuestos

Un experimento compuesto es el que se realiza en dos o més fases. Formalmente
hablando, los posibles resultados de un experimento compuesto pueden verse
como elementos del producto cartesiano de los conjuntos de posibles resultados
de cada fase del experimento.

Ejemplo 3: Se dispone de dos urnas, A y B, con la siguiente composicion.
La urna A tiene 9 bolas blancas y 1 negra, mientras que la urna B tienen una
bola blanca y 9 negras. En un experimento realizado se procede de la siguiente
forma: se lanza una moneda. Si el resultado es cara, se toma al azar una bola
de la urna A. Si es cruz se elige al azar un bola de la urna B.
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Denotando por C'y + los resultados de “cara” y “cruz” para la moneda y
por B y N los resultados de bola “blanca” y “negra”, el conjunto de posibles
resultados puede expresarse como:

{(C,B),(C,N),(+,B),(+,N)} = E; x Ey, con
E, = {C,+}y E; ={B,N}.

Esté claro que los cuatro posibles resultados no son equiprobables, ya que

PUCBY = PUHND =
PUCNY = PUHBY =5

En particular

P{“bola blanca”} = P ({(C,B)})+ P ({(+,B)}) = %

P
1
Anslogamente P{“bola negra”’} = 3

13.4.2 Definicién de probabilidad condicionada

Si en el ejemplo anterior quien realiza el experimento nos suministra la infor-
macién de que el resultado de la moneda fue cara, entonces intuitivamente la
probabilidad de que la bola extraida sea blanca pasa a ser %, en lugar del va-
lor % calculado anteriormente. Esto es asi porque la informacién suministrada
altera la probabilidad del suceso en cuestion.

Dados dos sucesos Ay B, con P (B) > 0, se define probabilidad del suceso

A condicionada a B como:

P(ANB)

PAIB) = —5

Ejemplo 4: En el ejemplo anterior, la probabilidad de que la bola extraida
sea blanca sabiendo que el resultado del lanzamiento de la moneda fue cara es
9

P (Blanca N Cara) P({(C,B)} _

_ )
P (Blanca|Cara) = P (Cara) “PHC.B),.(CN]) 10

que es lo que intuitivamente se esperaba.
A partir de la definicién de probabilidad condicionada se tiene:

P(ANB) =P (AB)-P(B) = P(B|A) - P(A),

lo cual permite calcular la probabilidad de una interseccién a través de una
condicionada.
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Ejemplo 5: De una baraja espanola de 40 cartas se extraen dos, primero
sin y luego con reemplazamiento. La probabilidad de obtener dos oros puede
calcularse facilmente haciendo uso de probabilidades condicionadas. Denotan-
do O;: “la i-ésima carta extraida es de oros”, cuando no hay reemplazamiento
se tiene

9 10 3
P = P . P = —_— — = —_— = .
(01N Oo) (02|0y) - P (Oy) 30 10 52 0.0577,
mientras que con reemplazamiento resulta
P(O\N0y) = P(0y]0) - P(O)) = 2. 20 L 0625
SR Y40 40 160 T

13.4.3 Independencia de sucesos

Cuando la ocurrencia o no de un suceso B no afecta a la probabilidad de
ocurrencia de otro suceso A, intuitivamente diremos que ambos sucesos son
independientes. Esto se formaliza a continuacion.

Dos sucesos A y B se dicen independientes si se verifica:

P(ANB)=P(A)-P(B).

En caso contrario se dirdn dependientes.
Obviamente, si dos sucesos son independientes, entonces se verifica

P(A) = P(A|B) y P(B) = P(B|A),

siempre que estas probabilidades condicionadas tengan sentido (es decir, P (A) >
0y P(B)>0).

Ejemplo 6: En el experimento compuesto de la moneda y las urnas resul-
ta inmediato comprobar que “cara” y “blanca” son sucesos dependientes (ya
que P (Blanca|Cara) = & # 3 = P (Blanca)). En el de la extraccién de dos
cartas también puede probarse facilmente que O; y Oy son sucesos indepen-
dientes si hay reemplazamiento (& = I - i), pero no lo son cuando no hay

16~ 1
reemplazamiento (2 # 1 - 1).

13.4.4 Reglas del producto, de las probabilidades totales y de Bayes

A continuacién se enuncian tres resultados que pueden ser ttiles para el célculo
de probabilidades. En primer lugar el resultado para calcular la probabilidad
de la interseccion de dos sucesos a partir de la probabilidad condicionada puede
extenderse a la interseccién de un ntimero finito de sucesos. Es la conocida regla
del producto.
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Dados sucesos Ay, Asg, ..., A, con P(A1NAsN---NA,_1) >0, se verifica

P(A N AsN---NA) =P (A) - P(As|Ar) - P(AJAi N Ayn-- N Ay y).

Ejemplo 8: Calcular la probabilidad de obtener oros, oros, copas, copas y
copas en cinco extracciones, sin reemplazamiento, de una baraja espanola de
40 cartas. Usando la notaciéon O; introducida anteriormente y denotando Cj:
“la 7-ésima carta extraida es de copas”, se tiene

P(O;1N0O;NC35NCyNCs) = P(O1)- P(0]01)
P (C3|01 N O3) - P(C4|O1 N Oy N Cs)
P (C5|01 N O NC5N Cy)
10 9 10 9 8

40 39 38 37 36

15
13278 0.00082066

Cuando (en un experimento compuesto, por ejemplo) la probabilidad de
un suceso es dificil de calcular directamente pero resulta sencillo calcular dicha
probabilidad condicionada a otros posibles sucesos previos, puede utilizarse la
llamada regla de las probabilidades totales.

Dados sucesos A;, A, ..., A, incompatibles dos a dos (esto es 4;NA; =0
siempre que ¢ # j) y cuya unién es todo el espacio muestral (es decir. F =
Ay UAyU---UA,) y otro suceso B, la probabilidad de este tltimo puede
calcularse a partir de

P(B) =P (B|A))- P(A) + P(B|As) - P(As) + -+ P(B|A,) - P(A,).

Ejemplo 9: Para el ejemplo de la moneda y las urnas,

P (Blanca) = P (Blanca|Cara) P (Cara) + P (Blanca|Cruz) P (Cruz)
9 1 1 1 1

0z 02 2

Para el de las cartas (sin reemplazamiento), se tiene

P(0y) = P(0s|0)) P(01) + P(0:|07) P (O7)
9 10 10 30 1

= — . 4. — =_,
39 40 39 40 4

En ocasiones, en un experimento compuesto, se desea calcular la probabi-
lidad de un resultado en una fase intermedia condicionada al resultado de la
etapa final del mismo. En circunstancias como esas y en otras muchas resulta

de utilidad la regla de Bayes.
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Regla de Bayes: Dados A;, A, ..., A, sucesos incompatibles dos a dos
y cuya unién es todo el espacio muestral y sea B otro suceso. La probabilidad

de uno de los sucesos A; condicionada a B puede obtenerse como
P (B|A;) - P (A,

PoAB) - (BIA) - P (4) |

P(B|A;) - P(Ay)+ P (B|Ay) - P(Ay) +---+ P(B|A,) - P(A,)

Ejemplo 10: En el experimento compuesto del lanzamiento de la moneda
y las urnas, si un observador nos informa de que la bola extraida es blanca,
jcudl es la probabilidad de que el resultado del lanzamiento de la moneda sea

cara?
P (Blanca|Cara) P (Cara)

P Bl =
(Cara|Blanca) P (Blanca|Cara) P (Cara) + P (Blanca|Cruz) P (Cruz)
9 1
= 9

_ 10 2 _ 2
= 9 1 T 1 1n°
51+ 10 2 10

10
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