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TEMA II- Espacios vectoriales euclideos.
Capitulo 3. Transformaciones ortogonales.

Orientacion de una base.
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Introduccion: signo de un angulo y sentido de giro.

En un espacio vectorial euclideo sabemos medir el angulo entre dos vectores: ¢ Como distinguir?

L D) < u-v )
U, v)=arcos\ ———-
[ 7| de

Problema: como cos(a) = cos(—a) NO nos permite distinguir el signo del angulo.
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t: R* > R? i
Por ejemplo, es bien distinto - de j 6(0)
Giro de +30° u Giro de —30° -

Intuitivamente es facil distinguir el sentido de giro.
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Sentido POSITIVO Sentido POSITIVO

Importante. Es un criterio relativo, es decir, sabemos distinguir cuando dos pares de vectores definen el mismo sentido.

Objetivo. Dar un método algebraico para formalizar y distinguir sentidos de giro y el signo de un angulo.
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Orientacion relativa de dos bases.

Dadas dos bases B = {u;, u, }y B’ = {v4, v, } queremos un criterio para decidir si definen el mismo sentido de giro.

Por ejemplo:

€ ={(1,0),(0,1)}

t(O, 1)

(1,0)

MISMO SENTIDO

B = {(_1: 1)) (_1; _1) } B’ — {(O, _1)1 (_1' 1)}

1,1 (-1, 1)
©,-1)
(-1,-1)

MISMO SENTIDO SENTIDO OPUESTO

Definicidn. Dos bases B y B'definen la misma orientacién si det(Mgp,) > 0.

éLas bases C y B definen la misma orientacion?

Mcp = (_i :1)

-1 -1

det(Mp) = det T

)=1+1=2>0

iMISMA ORIENTACION!

éLas bases C y B'definen la misma orientacion?

Mg, = (_2 _1)

0 -1

det(Mcp,) = det L

)=0—1=—1<0

iORIENTACION OPUESTA!
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Orientacion relativa de dos bases.

Dadas dos bases B = {u4, u, }y B’ = {v4, V5 } queremos un criterio para decidir si definen el mismo sentido de giro.
1, U2 1, VU2

Definicién. Dos bases B y B'definen la misma orientacién si det(Mgg,) > 0.

IDEA de porque funciona: caso particular.

C={eq, e} B' = {v{, v;}
_‘_’;2 v_l):e_l):(lJO)C
: sl v, = cos(a)e; + sin(a)e, = (cos(a), sin(a)) c
cos(a) 1‘_;1
/ \ 1 cos(a))
Mg = (0 sin(a)
a>0 a<0
_ 1 cos(a)) o
¥ A =3 det(M.g,) = det (O sin(a)) = sin(a)
o @
V2 .
52 sinfla) >0 & a>0
iMISMO SENTIDO! iSENTIDO OPUESTO! sin(a) <0 © a<0

sinfla) >0 © a>0 sinfa) <0 © a<0
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Orientacion relativa de dos bases: propiedades (l).

Definicidn. Dos bases B y B'definen la misma orientacién si det(Mgg,) > 0.

Propiedades:

1) Reflexiva. Toda base tiene la misma orientacion que si misma. det(Mggp) = det(Id) =1>0

2) Simétrica. Si B tiene la misma orientacion que B’, entonces B'tiene la misma orientacion que B.
det(Mgg,) > 0 det(My,3) = det(M,)) = det(Mgg)™! >0

3)Transitiva.  p tjene |a misma orientacién que B’ . ] ] B ,
= B tiene la misma orientacion que B

B'tiene la misma orientacién que B"

______________________________________________________________________________________________________________

B tiene la misma orientacion que B’ < det(Mggp,) > 0

I

<l
gl

I
i‘éj

B’ tiene la misma orientacion que B < det(Mg,5,) > 0

MBBH — MBBIMBIBH > det(MBB,,) == det(MBBl)det(MBlB//) > O
>0 >0
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Orientacion relativa de dos bases: propiedades (ll).

Definicidn. Dos bases B y B'definen la misma orientacién si det(Mgg,) > 0.

Propiedades:

4) Solo hay dos orientaciones. \

v otra base O tiene la orientacion de 1 6 tiene lalorientacion de 2

J
By = {uy, Uy, ..., Uy} By = {—Uy, Uy, ..., Un}
-1 0 0
Mps, =\ © © . det(Mp,p,) = -1<0
e i 0 0 - 1/ B,y B, orientaciones distintas

det(Mp,p,) > 0 Misma orientacion que By

B3 otra base
det(Mg,p,) <0 = det(Mp,p,) = det(MBzBl)det(MBIB3) > 0 = Misma orientacion que B,
<0 <0
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Transformaciones directas e inversas.

6.Sit: U = U es una transformacion ortogonal entonces det(Tg) = +1

det(Tg) = +1 & transformacién DIRECTA & conserva orientacion < pueden hacerse en la realidad

det(Tg) = —1 & transformacion INVERSA < invierte orientacion < NO pueden hacerse en la realidad (sin relfexion)

Girode 110°: DIRECTA Prueba:
B = {ﬁ)l,ﬁ)z, ...,ﬁ)n}

B' = t(B) = {t(u1), t(uz),, ..., t(un)}

Matriz cuyas columnas son las coordenadas de la imagen
de los vectores de la base B respecto de la base B

Tg =Tpp|= ((t(ﬁl))B (t(uz))p %(t(ﬁn))3> =|Mpp

Matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores
de la base B’ = t(B) respecto de la base B

det(Tg) = det(Mgg,) mismo signo
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Significado de la orientacion de una base en 3D.

Dos bases {111, 1y, U3} y{V1, VU, V3 }tienen la misma orientacién si al superponer 1,y v, el sentido de giro desde el segundo

al tercer vector es el mismo.

Ejemplo. Fijamos la referencia para orientacion positiva: la base candnica.

C={(1,00)(00,1,0),(00,0,1)}

(1,0, 0)

(0,0, 1)

(0, 1, 0)

B; ={(0,1,0),(1,0,1),(1,0,—1)}

0 1 1
Meg, =|1 0 0[=2>0
0 1 -1

jOrientacion positiva!

B, ={(0,1,0),(2,0,1),(-1,0,1)}

0 2 -1 -1,0,1)
Mcg, =|1 0 0|=-3<0 A
01 1l

iOrientacion negativa! (0, 1, 0)
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Significado de la orientacion de una base en 3D.

Ejemplo. Fijamos la referencia para orientacion positiva: la base canodnica.
(0,0, 1)

¢c=1{1,00),(00,1,0),(00,0,1)}

(1,0, 0) (0, 1, 0)

Para definir un giro en el espacio NO llega dar un eje de giro. Es necesario un SEMIEJE.

SEMIEJE

SEMIEJE
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