ALGEBRA LINEAL 11 Algunas soluciones a la practica 2.3

Transformaciones ortogonales (Curso 2010-2011)

1.— Se considera el espacio vectorial euclideo R® referido a una base ortonormal. Obtener la expresién

matrictal en esta base de:
(b) la simetria ortogonal con respecto al subespacio £{(1,1,1),(2,0,1)};

De nuevo calculamos el ortogonal:

x;;?jjzz:()o} = 5{(1»171),(2,0,1)}L :L{(l,l,—Q)}

Por tanto en la base B = {(1,1,1),(2,0,1),(1,1,—-2)} la matriz es:

1 0 0
Sgp=(0 1 0
0 0 -1
Haciendo el cambio de base obtenemos:
12 1\ /10 o0\ /12 1\ 2/3 —1/3
SCC:MCBSBBMC_}S: 10 1 0 1 0 10 1 =1 -1/3 2/3
1 1 =2 0 0 -1 1 1 -2 2/3 2/3

2.— En IR? se considera el producto escalar usual y la orientacion dada por la base candnica.

ecuaciones del giro de 45 grados y semieje generado por el vector (1,1,1).

2/3
2/3
~1/3

Calcular las

Buscamos una base ortonormal bien orientada en la cual el primer vector tenga la misma direccién y

sentido que el semieje de giro:

Los vectores perpendicualres a 47 cumplen:

(2,9,2)(1,1,1) =0 <= 2 +y+2=0.

Tomamos el vector (1, —1,0) verificando esta ecuacién. Buscamos un tercero perpendicular a ambos:

(2,9,2)(1,1,1) =0 <= 2+y+2=0
(1,-1,0)(z,y,2) =0 <= 22—y =0

Escogemos el vector (1,1, —2). Normalizados quedan:

1
up = 7(1a1a1)7 Ug

V3

Comprobamos que esta bien orientada:

(17_170)7 ’lj,3: (1a15_2)

Sl

!
V2

—_
—_

1
1 -1 1|=4>0.
1 0 -2



En la base B = {1, g, i3} la matriz del giro es:

1 0 0
Tep= |0 cos(45) sin(45)
0 —sin(45) cos(45)

Ahora basta cambiarla de base. Tenemos en cuenta que por ser la base candnica y la base B
ortonormales, la matriz de cambio de base es ortogonal, es decir M ]gé = M}. Queda entonces:

Toc = MepTepMpe = MepTepM{ g,
con
1/vV3  1/vV/2  1/V6

1 0 0
Mep=|1/V3 —-1/vV2 1/V6 |, Tgs=|0 V2/2 V2/2
V3 0 —2/V6 0 —v2/2 V2/2

Operando queda:

14V2 2-V6-V2 24 V62
3 6 6
Moo | 26VE-Vv2  14vE 2-V6- Vo

6 3 6
2-V6—-v2 2+V6-2 1++2
6 6 3

(Examen extraordinario, septiembre 2007)

En el espacio vectorial euclideo IR® y con respecto a una base ortonormal {€1, 82,835} se considera una
transformacion t : R®* — IR* que verifica

4 4
(e1) = ge2+ %3’ t(ex) =1, t(es) = —%éz + e

~

Demostrar que es ortogonal. Interpretarla geométricamente, considerando la orientacion de la base de
partida.

Escribimos la matriz de la transformacién respecto a la base que nos dan:

0 1 0
T=1|4/5 0 -3/5
3/5 0 4/5

Vemos que es ortogonal comprobando que T7* = Id.

Después calculamos los autovalores. Recordemos que al menos siempre uno de ellos es real igual a 1 o
—1. Eso nos ayudara a resolver la ecuacién de tercer grado que obtenemos:

4 4
\T—)\I\:—A3+g)\2+g/\—1

Vemos que A\; = —1 satisface la ecuacién. Ahora dividimos por A + 1 y queda:

4 4
\TfAI\:f>\3+g/\2+g)\71:()\+1)(7>\2+§)\71)

La ecuacion de segundo grado no tiene soluciones reales. Por tanto deducimos que la transformacién

ortogonal es la composicién de una simetria ortogonal respecto a S+, y un giro en torno al eje S_;.
Para concretar calculamos bases ortonormales de S_; y S4;:

S_1={(z,y,2)/z+y=0 4z+5y—3z=0}=L{(—3/V19,3/v19,1/V19)}



St = L{(1/V2,1/v2,0),(~1/V38,1/V/38, —6/V/38)}
Comprobamos que {(—3/v/19,3/v19,1/v19), (1/v/2,1/+/2,0),(—1/+/38,1/v/38,—6/1/38)} forman

una matriz con determiante positivo y por tanto su orientacién es la misma que la de la base inicial.
Ahora la matriz del giro en dicha base sera:

~3/v/19 3/v19 1/v19\ [0 4/5 3/5\ [-3/VvI0 3/V19 1/¥/19 \ '
V2 1/V2 0 1 0 0 V2 1/V2 0
~1/V3 1/v38 -6/v38) \o -3/5 4/5) \~1/v38 1/V38 —6/VR

haciendo el producto queda,
-1 0 0
0 9/10 —/19/10
0 V19/10  9/10

Teniendo en cuenta que el 4ngulo (expresado en grados) cuyo coseno es 9/10 y seno —v/19/10 es —25.84
concluimos que la transformacién es la composicion del giro de —25.84 grados con respecto al vector
(—3/+/19,3//19,1/1/19) y la simetria ortogonal con respecto al espacio S-;.

Ahora tenemos:
det(T) = —1; traza(T) = 4/5.

Por tanto sabemos que se trata de la composicién de una simetria respecto al plano S*; y un giro de
eje S_1 y angulo « verificando:

cos(a) = % =9/10.

Calculamos S_1:
So1={(z,y,2)/r+y=0 do+5y—32=0}=L{(-3,3,1)}
y si tomamos como semieje de giro el vector de (—3,3,1).

Para saber si el angulo es positivo o negativo basta comprobar el signo del determinante de la matriz
de cambio de base de la base B a la canodnica, donde:

B = {(_3’?% 1)7 (L 0’0)7t(1a 0,0)} = {(_37 37 1); (1707 O)a (0’4/5a 3/5)}

-3 1 0
Mepl=| 3 0 4/5|=-1<0
1 0 3/5

Por tanto el dngulo de giro es —arccos(9/10) = —25.84 y el semieje del giro (—3,3,1).

Sea f : R*—IR?® una transformacién ortogonal con respecto al producto escalar usual. Clasificarla
indicando, si procede, el dngulo de giro y/o subespacio de simetria, sabiendo que:

- f(1,0,0) = (—1,0,0).
- det(Fcc) = —1.
- traza(Foeo) = 1.

Teniendo en cuenta que las matrices asociadas a un mismo endomorfismo pero respecto de bases
diferentes tienen la misma traza y el mismo determinante, sabemos que podemos clasificar la
transformacion ortogonal con los datos dados.

Como traza(Foc) =1y det(Foe) = —1 vemos que se trata de una simetria respecto de un plano, de
manera que respecto a una base adecuada la matriz asociada seria:
1 0 0
Fpp=|0 0
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El plano es perpendicular al autovector asociado al —1. Pero tal autovector nos lo dan en el enunciado
ya que f(1,0,0) = (—1,0,0). Por tanto el plano de simetria es:

{(z,9,2) € R*|(z,y,2) - (1,0,0) = 0} = £{(0,1,0),(0,0,1)}.

En el espacio euclideo R® y con respecto a una base ortonormal, se consideran los subespacios U
generado por los vectores iy = (1,2,—2) y a2 = (1,1,0) y V generado por el vector v = (1,0,—1).
Hallar el subespacio vectorial simétrico del V' respecto de U.

Para calcular el simétrico del subespacio V' basta calcular el simétrico del vector que lo genera.

Método I: Calcularemos la transformacién correspondiente a la simetria respecto al espacio U. Para
ello necesitamos una base de U (no necesariamente ortonormal) y completarla hasta una base de IR
con vectores ortogonales:

(2,y,2)(1,2,-2) =0 <= 2 +2y—22=0
(z,9,2)-(1,1,0) =0 <= z+y=0

Por tanto un vector ug ortogonal a 4y y us es:
ﬂ3 = (27 _2a _1)
Ahora en la base B = {i;,Us, 3} la matriz de la simetria es:
1 0 0
0 1 0
0 0 -1

Para calcular la matriz de la transformacién en la base candnica, hacemos el cambio de base:

-1

1 1 2 1 0 0 1 1 2 1 1 8 4
2 1 -2 01 0 2 1 -2 =9 8 1 —4
-2 0 -1 00 -1 -2 0 -1 4 —4 7
Ahora el simétrico del vector que genera V' es:
1 1 8 4 1 -1/3
3 8 1 —4 0] = 4/3
4 —4 7 -1 -1/3

Es decir el simétrico de V es el subespacio generado por el vector (—1,4, —1).

Método II: Calculamos primero la proyeccién ortogonal de ¥ sobre U. Sera un vector w € U verificando
que w — U es ortogonal a U. Sea w = au; + buie. Basta imponer que @ — o sea ortogonal a los vectores
que generan U:

aﬂl'ﬂ1+bﬂ2'ﬁ1:’f}'ﬂ1 - 9a+3b:3 - a:1/3
atly - Up + bg - Ug = 0 - Us 3a+2b=1 b=0

Por tanto w = (1/3,2/3,—2/3). Ahora el simétrico de @ se construye sumando al vector w el vector
w — 0. Queda:

S

o 24 4 14 1
20 —v = (g’ 57_§) - (1,0, _1) = (_ga ga_g)

y alcanzamos de nuevo el mismo resultado visto en el primer método.

(Examen final, setiembre 2003)
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Sea T la matriz asociada a una transformacion ortogonal en una determinada base de un espacio
vectorial euclideo V' de dimensidn 3. Se sabe que traza(T) = 2. Justificar que se trata de un giro y dar
el correspondiente dngulo del mismo.

Sabemos que al cambiar de base la matriz asociada se conservan el determinante y la traza. Las trazas
posibles para una transformacion ortogonal en dimensién 3 son:

- Traza = 3 si la aplicacion es la identidad.

- Traza =1 si se trata de una simetria respecto a un plano o un giro.

- Traza = —1 si se trata de una simetria respecto a una recta o un giro ms simetria.
- Traza = —3 si se trata de una simetria respecto al origen.

- —1 < traza = 142cos(A) < 3y traza # 1 si se trata de un giro de dngulo A respecto a un determinado
eje.

- =3 < traza = —1 + 2cos(A) < 1 y traza # —1 si se trata de un giro de dngulo A respecto a un
determinado eje compuesto con una simetria.

En nuestro caso traza(T) = 2. Luego necesariamente se trata de un giro. El dngulo A cumple:

14+2cos(A)=2 = cos(A)=1/2 = A=n/3.

Encontrar la unica respuesta correcta, en las siguientes cuestiones:

En el espacio vectorial euclideo R® tenemos una transformacion ortogonal f tal que su unico vector
invariante es el nulo.

Sabemos que los autovalores de la transformacion sélo pueden ser 1 o —1. Como no hay vectores
inariantes no nulos, el 1 no puede ser autovector. Por tanto o bien hay un dnico autovalor real —1 o
bien todos los autovalores son —1. Las posibilidades para la matriz de la transformacién expresadas en
la base ortonormal adecuada son:

-1 0 0 -1 0 0
0 cosaa —sina | 6 0 -1 0
0 sina cosQ 0 0 -1

correspondientes respectivamente a la composicién de una simetria y un giro o a una simetria respecto
al origen.

En ambos casos vemos que es una tranformacién inversa porque su determinante es —1.

O f puede ser una rotacion.

FALSO.

O f nunca puede ser una simetria respecto del origen.

FALSO.

O f siempre es una transformacion ortogonal inversa.

VERDADERO.

O f? puede no ser una rotacion.

FALSO. Vemos que la matriz asociada a f? siempre determina una rotacién:

1 0 0 1 0 0
0 cos2a —sin2a | 6 | O 1 O
0 sin2a cos2a 0 0 1

correspondientes respectivamente a una rotacién de 2« grados o 0 grados.

(Segundo parcial, junio 1999)



(b) Sea V' un espacio euclideo de dimensién 3 yt :V — V una transformacion ortogonal tal que en una
determinada base de V', la traza de la matriz asociada a t es igual a 4.

Observamos lo siguiente. Llamamos T a la matriz asociada a la transformacién ortogonal con respecto
a una base ortonormal. Sabemos que T - T? = Id y por tanto los términos de la diagonal de 7" son, en
valor absoluto, menores o iguales que 1. Deducimos que, si trabajamos en dimension 3, la traza nunca
puede ser superior a 3.

O t es necesariamente un giro.
FALSO.

O t es necesariamente una simetria ortogonal respecto a un subespacio de V de dimension 2.
FALSO.

O Si la base B es ortonormal, t es un giro.
FALSO.

O No existe ninguna transformacion ortogonal en las condiciones del enunciado.
VERDADERO.
(Segundo parcial, junio 1999)

(¢) En un espacio vectorial euclideo E de dimensidn 3 se considera la orientacién dada por determinada
base ortonormal B = {€;, &z, és}. Si la matriz de un determinado endomorfismo f : E — E en la base
B tiene la forma

1 0 0
0 1/2 —V3/2],
0 Vv3/2 1/2

O f es un giro de —w/3 con respecto a algin vector © € E, © # 0.

VERDADERO. 0JO. Dado que 1/2 = cos(n/3) y V/3/2 = sin(r/3) la transformacién es un giro de
7/3 respecto al vector €;. Ahora bien, también se puede interpretar como un giro de —n/3
respecto al vector —¢;. Basta tener en cuenta que si tomamos la base B’ = {—é;1, —éq, €3}, esta tiene
la misma orientacién que B y ahora la matriz de la transformacién en la base B’ es:

1 0 0
0 1/2 V3/2],
0 —V3/2 1/2

O f es un giro de w/4 con respecto a algin vector v € E, v # 0.

FALSO. En ningun caso es un giro de 7/4, ya que en ese caso la traza en cualquier base deberfa de ser
1+ 2cos(m/4) =1+ /2.

O st la base B’ tiene distinta orientacién que B, la matriz de f en B’ tiene determinante -1.
FALSO. El signo del determinante de la matriz no varia al cambiar de base.

O independientemente de la orientacidn de referencia, f es un giro de /3 con respecto a é;.
FALSO. (Lo hemos razonado en el primer apartado)

(Segundo parcial, junio 1998)



ALGEBRA LINEAL 11 Problemas adicionales

Transformaciones ortogonales (Curso 2010-2011)

I.— Sea V' un espacio vectorial euclideo. Sea B = {v1,v2,03} una base de V que define la orientacion
positiva. La matriz de Gram del producto escalar en la base B es:

Gp =

o O =
=N O
== O

Calcular respecto a la base dada la matriz de giro de dngulo 7/3 respecto al semieje generado por el
vector (1,0,0)

Construiremos una base ortonormal B’, en la que el primer vector coincida con el semieje de giro.
Tomamos:

41 = (1,0,0)5.
Ahora buscamos vectores ortogonales a él:
(z,9,2)Gp(1,0,0)) =0 <= x =0.
Escogemos el vector 4y = (0,1,0) y buscamos un vector cumpliendo esta ecuacién y ademds ortogonal
a Ug:
(2,9,2)Gp(0,1,0)) =0 <= 2y+2=0.

Escogemos el vecor a3 = (0,—1,2). Comprobemos si B’ = {1, tia, e } tienen la misma orientacién que

la base B:
1 0 0
|MBB/|: 01 —-1|=2>0
0 0 2

Vemos que tienen la misma orientacién. La base B” es ortogonal. Normalicémosla dividiendo cada
vector por su norma:

[a1]? = (1,0,0)G(1,0,0) =1 = |ja| = 1.
|az]? = (0,1,0)G5(0,1,0)) =2 = |las] = V2.
|as]|> = (0,-1,2)Gp(0,-1,2)' =2 = |us] = V2.

2 2
En definitiva tomamos la base B” = {(1,0,0), (0, £,0 , (0, —i, v2)}. La matriz de giro en dicha
2 2

base sera:
1 0 0
1 0 0 1 V3
Tgrgr =0  cos(n/3) —sin(w/3) | = 0 2 2
0 sin(r/3) cos(m/3) 0 V3 1
2 2

Sélo resta hacer un cambio de base:

Tpp = MppTp g Mp B,

donde

[\

Lo
2

M o= _ _—

BB 0 5 5

O !

2



y Mpng = ME]%,,. Operando queda:

0
1-V3 V3
2

&

2
1
0 V3 +

(Segundo parcial, junio 2006)

III.— En R® consideramos el producto escalar usual y la orientacion de la base candnica. Se define la
transformacion ortogonal que en esta base tiene asociada la matriz

(V2-2)/4 (—v2-2)/4 -1/2
A= (-V2-2)/4 (V2-2)/4 1/2
1/2 —-1/2 V2/2

Calcular los autovectores de f, definir su naturaleza y descomponerla en giros y/o simetrias.

Tenemos:

det(T) = —1; traza(T) = V2 — 1.

Por tanto sabemos que se trata de la composicién de una simetria respecto al plano S+, y un giro de
eje S_1 y angulo « verificando:

cos(a) = % =2/2.

En particular si tomamos como semieje de giro el vector de S_y:
(1,1,0)

Para saber si el angulo es positivo o negativo basta comprobar el signo del determinante de la matriz
de cambio de base de la base B a la candnica, donde:

B = {(13 170)7 <Oa 0, 1)7t(07 0, 1)} = {(L 170)7 (Oa 0, 1)7 (1/27 *1/27 \/5/2)}
1 0 1/2

|Mcp|=|1 0 —1/2|=1>0
0 1 v2/2

Por tanto el angulo de giro es arccos(v/2/2) = 45° y el semieje del giro (1,1,0).

VI.— En R? consideramos el producto escalar usual y la orientacion determinada por la base candnica. Sea
B una base de R® dada por:

B = {(17 1, O)’ (0’ 1, O)v (07 0, 1)}7
y f el endomorfismo de R® cuya matriz asociada con respecto a la base B es:
3/5 —8/5 4/5

Fpp = 0 -1 0
—4/5  4/5 3/5

(a) Probar que f es una transformacién ortogonal.
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Para manejar mas comodamente f primero escribimos su matriz con respecto a una base ortonormal.
En particular con respecto a la base candnica C:

Fec = McpFppMpc,

donde
1 00
Meg=|11 0]; Mpc = Mg}
0 0 1
Operando obtenemos:
3/5 0 —4/5
Foo = 0 -1 0
4/5 0 3/5

Ahora dado que C' es un base ortonormal basta comprobar que Foe - Foe! = Id.
Clasificar razonadamente f, indicando los subespacios de simetria y/o semieje y dngulo de giro.

Vemos que:
det(F) = —1; traza(F) =1/5.

Se trata de una simetria respecto al plano S+, compuesto con un giro de eje S_; y dngulo « verificando:
cos(a) = (traza(F)+1)/2 =3/5.

Tomamos como semieje de giro un vector de S_y:
T

So1={(z,y,2) e R’|(Foc +1-1d) | y | =0} ={(z,9,2) e R*|x =0, 2 = 0}.
z

por ejemplo (0,1,0) € S_;.

Para saber si el angulo es positivo o negativo basta comprobar el signo del determinante de la matriz
de cambio de base de la base B a la candnica, donde:

B = {(07 170)a (17070)7 f(]-a 0, 0)} - {(07 170)7 (L 070)7 (3/57074/5)}

y
0 1 3/5

Mep|=|1 0 0 |=-4/5<0
0 0 4/5

Por tanto el dngulo de giro es —arccos(3/5) y el semieje del giro (0, 1,0).

(Examen final, diciembre 2005)

Se considera un espacio vectorial euclideo V de dimension 3, con la orientacion correspondiente a
una base B. Determinar e interpretar geométricamente todas las transformaciones ortogonales no
diagonalizables definidas en V' y cuya matriz en la base B tenga traza nula.

Sea T la matriz de una transformacién ortogonal de V en la base ortonormal dada B = {1, 02, 03}.
Como el espacio vectorial V' tiene dimension 3, el polinomio caracteristico de T' tiene grado 3. Por
tanto necesariamente hay al menos una raiz real. Por ser T' ortogonal esta corresponde a un autovalor
1 0o —1. Ademas como suponemos que la transformacion no es diagonalizable hay un unico autovalor
real. Deducimos que la matriz de la transformacion es de la forma:

+1 0 0
0 cosa —sina
0 sina cosa
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Si la traza es 0 se verifica que +1 + 2cos(«) = 0. Puede haber dos casos:

cos(a) = —1/2 y entonces « es un dngulo de +120 grados. La matriz de la transformacién puede ser:

1 0 0 1 0 0
0 —1/2 —/3/2| 6|0 —1/2 V3/2
0 V3/2 -1/2 0 —V3/2 —1/2

correspondiente a un giro de 120 grados o —120 grados respectivamente, respecto al vector v;.

cos(a) = 1/2 y entonces a es un dngulo de +60 grados. Ahora, la matriz de la transformacién puede
ser:

-1 0 0 -1 0 0

0 1/2 =326 0 1/2 V/3/2

0 V3/2 1/2 0 —v3/2 1/2
correspondiente a una simetria respecto al subespacio generado por vo, U3 compuesta con un giro de 60
grados o —60 grados respecivamente, respecto al vector ;.

En IR? con respecto al producto escalar usual y tomando como orientacidn positiva la dada por la base
canonica hallar las ecuaciones de un giro que lleve el subespacto vectorial U en V.

U={(z,y,2) € R®|3z +y — 42 =0,y = 0}, V = £{(0,1,0)}.

Ambos subespacios vectoriales corresponden a rectas. El giro ha de llevar la una en la otra. Necesitamos
conocer el angulo de giro y el seimieje.

El angulo de giro serd el angulo que forman las dos rectas. Un vector director de la primera es
u=(4,0,3) y de la segunda v = (0,1,0). El d4ngulo que forman cumple:

u-v (4,0,3)-(0,1,0)

= = = O
[[ulllloll11(4,0,3)[1(0, 1, 0)|

cos(a)

por tanto son perpendiculares y el dngulo serda de 90 grados.

El eje de giro estard en una recta perpendicular al plano que contiene a ambas; para hallar su vector
director podemos utilizar el producto vectorial de los vectores directores de las rectas dadas:

(4,0,3) x (0,1,0) = (—3,0,4).

Queda decidir si tomamos como semieje de giro el generado por (—3,0,4) 6 (3,0, —4). Como queremos
el que el vector u vaya hacia el v, si tomamos como semieje el generado por (—3,0,4) la base:

{(737 Oa 4)7 u, U}

ha de tener orientacién positiva. Pero:
-3 4 0
det 0 0 1] >0 = orientacién positiva
4 3 0

Sélo resta construir el giro. Escogemos una base ortonormal teniendo como primer vector el semieje de
giro. Pero ya tenemos una ortogonal:
{(-3,0,4),(4,0,3),(0,1,0)}

La normalizamos (dividiendo cada vector por su norma) y obtenemos:

B ={(~3/5,0,4/5), (4/5,0,3/5), (0,1,0)}



En la base B la matriz de giro es:

1 0 0 1 0 0
Gg=10 cos(90) —sin(90) | =10 0 -1
0 sin(90)  cos(90) 01 0

La cambiamos de base teniendo en cuenta que la matriz de paso Mpc es ortogonal (Mpp = M) por
ser matriz de cambio entre dos bases ortonormales:

Ge = McpGpMpe = McpGgMgE = MeopGpMep,

siendo
-3/5 4/5 0
Mep = 0 O 1
4/5 3/5 0

Operando queda:
9/25 —4/5 —12/25
Geo = 4/5 0 3/5
—12/25 -3/5 16/25

y las ecuaciones de cambio:

x’ x 9x/25 — 4y/5 — 122/25
y | =Gely|= 4z/5+32/5
z' z —12x/25 — 3y/5 + 162/25

En R? se consideran dos vectores independientes © y @ que forman entre si un dngulo o. Demostrar
que la composicion de la simetria respecto del subespacio generado por v y de la simetria respecto del
subespacio generado por w es un giro, indicando la direccion del eje y el dngulo.

En primer podemos suponer que ambos vectores tienen norma 1, ya que esto no influye a la hora de
definir las simetrfas. En concreto podemos tomar una base ortonormal B = {(7,&,,€3)}. De manera
que @ € L{v,83}. Trabajaremos con coordenadas contravariantes en esta base. Como @ forma un
angulo a con v, las coordenadas de @ son (cos(«), sin(«),0).

Ahora en la base B la primera simetria tiene por matriz:

1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

Para calcular la matriz de la segunda simetria tomamos primero un vector normal ortogonal a
a que esté en L{U,é2}. Por ejemplo, (—sin(a),cos(a),0). Consideramos la base B’ = {u =
(cos(a), sin(a),0), (—sin(w), cos(a),0),es = (0,0,1)}. Tiene la misma orientacién que B. La matriz
de la segunda simetria en esta segunda base es:

1 0 0
0 -1 0
0o 0 -1

Nos interesa expresarla en la base inicial. Hagamos el cambio de base:

cos(a) —sin(a) 0 1 0 0 cos(a) —sin(a) 0

sin(a)  cos(a) 0 0 -1 0 sin(a)  cos(a) 0 =
0 0 1 0 0 -1 0 0 1

cos(a) —sin(a) 0 1 0 0 cos(a) sin(a) 0

sin(a)  cos(a) 0 0 -1 0 —sin(a) cos(a) 0| =
0 0 1 0 0 -1 0 0 1

cos(a) —sin(a) 0 cos(a)  sin(a) 0

sin(a)  cos(a) 0 sin(a) —cos(a) 0
0 0 1 0 0 -1




Ahora componemos ambas:

cos(o) —sin(a) 0 cos(a)  sin(a) 0 1 0 0
sin(a)  cos(a) O sin(a) —cos(a) 0 0 -1 0]=
0 0 1 0 0 -1 0 0 —1
cos(a) —sin(a) 0 cos(a) —sin(a)
0
1

0
sin(a)  cos(a) 0
1

0 0 0 0

y vemos que queda precisamente la composicion de dos giros de a grados, es decir, obtenemos un giro
de 2« grados respecto al vector e3 ortogonal al espacio generado por 4 y v.

(Segundo parcial, junio 2002)



