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TEMA II- Espacios vectoriales euclideos.
Capitulo 2. Introduccion a los espacios euclideos.

Introduccion a los espacios euclideos.
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Motivacion.

Producto escalar: nos sirve para medir angulos y distancias (“hacer” geometria).

U - U (dos vectores se transforma en un ndmero) — f:R>*xR* >R fM,v)=u-v f forma bilineal
u-v=v-u —_ fu,v) = f(v,u) f simétrica
Norma o médulo: |[ull? =u-u — w:R* > R w() = f(,u) o forma cuadritica
Vectores perpendiculares u ortogonales. Vectores conjugados.
U = — — . — — —>
- - u conjugadoconv < f(u,v) =0

ULy o u-v=0

Buscamos: FORMAS BILINEALES que se comporten como el PRODUCTO ESCALAR y sirvan para hacer GEOMETRIA.

f:UXxU->R Queremos MEDIR definiendo la NORMA 6 MODULO:
1) Bilineales. il = Vi-ui —>
o semidefinida positiva NO
2) Simétricas. NECESITAMOS que w(i1) = f(, 1) =0 —> [ ) aefinida Soshive
3) Definida positiva. Sii # 0 entonces ||| #0  —> Si1i # 0 entonces f(ii, 1) # 0

Definicion. Un producto escalar en un e.v. U es una forma bilineal f: U X U — R simétrica y definida positiva.
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Notacion.

Definicidn. Un producto escalar en un e.v. U es una forma bilineal f: U X U - R simétrica y definida positiva.

Espacio vectorial U + producto escalar = Espacio vectorial euclideo

—

Imagen de dos vectores: f(u,v) — Producto escalar de dos vectores: u-v O (u,v)

Matriz asociada a f respecto de la base B = {uy, Uy, ..., u,} —p  Matriz de Gram respecto de la base B = {uy, uy, ..., u,}

(Fp)ij = (f(u—fif ) (Gp)ij = (u; - u;
fugpuy) f(uguz) - f(uguy,) Up-u; Up-Up; o U U, simétrica
Fp = 2w fluz ) - fuz ) Gp = | Y2 W1 Uz Uz - Uz - Uy
i P P ' : . : definida positiva
f(untul) f(un' uZ) f(unr un) Up U Up- Uy
Expresidon matricial: V1 —> Expresidon matricial:
f(x,y)=(x1 X2 .. Xu)gFp y:Z x-y=((X1 X
Yn B B
Cambio de base por CONGRUENCIA: —» Cambio de base por CONGRUENCIA:
_ gt
Fg = M;B,FBMBB, Gg, = Mpp Gg Myp

Siempre puede diagonalizarse:
M}, Gg My, = Gg, diagonal = Id
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Norma de un vector.

Definicién. Dado un e. v. euclideo U, se define la norma o médulo de un vector u como: ||[ul| = +vu

Propiedades: definida positiva /
)il =0 © =0 Prueba: il =0 © %-17i=0 < u=0 i+ i 2 0 porque un producto
escalar es una forma bilineal,

. . L = simétrica y definida positiva
2) ||u|] = 0 para cualquier vector u # 0

3) ||Au|| = |A||[u|| para cualquier i € U,A € R Prueba:  [|2ul| = +vAu - Au = ++/A%2u - u = |A]||u]l
4) Desigualdad de Cauchy-Schwarz: | |u - v| < ||ul|||v]| bilinealidad

(posponemos la prueba) \
5) Desigualdad de Minkowsky: v + 2| < |lull + [|7]| - -> Desigualdad TRIANGULAR.

Prueba: bilinealidad

Iu+v?=@W+V)- W+V)=U-U+U-V+V - U+V V=

= |[ll>+2a - 5+ 1B11% < [ill? + 20 5] + 9112 < g i .
I—ﬁ' En un triangulo la suma de las longitudes
simetria de dos lados es siempre mayor o igual

i a la del lado restante
a
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Angulo entre dos vectores.

Motivacion: 1) En el plano hay definida una nocién de angulo.

2) Sabemos que para el producto escalar clasico:

— —
uv
1l 1]

u-v = ||ul|l ||7||cos(a) = cos(a) =

Definicién. Dado un e. v. euclideo U, y dos vectores u, v # 0 se define el dngulo que forman £(u, v) como:

2 (i, V) iy ) € [0, ]
U, v)=arcos |\ ———= , U
[ |||

Observacion importante:

Para que tenga sentida iene que estar comprendido entre —1y 1, ya que cos(a) € [—1,1].

—I1 1=

Esto esta garantizado gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz: |u - v| < ||[ulll|v|
. e |u - v u-v
Ju - v| < lull||vl = ——<1 = 1<—— <1
||| |[v]] ]| |[]]
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Ejemplo 1: En R? dada la forma bilineal  f:R?> x R* - R,

1) Comprobar que define un producto escalar.

f((x,y),(x,y))=xx"+xy +yx + 5yy’

2) Hallar el angulo que forman los vectores u = (2,1) yv = (1, Om

(bilineal (es un dato del enunciado)

f producto escalar & < simétrica ] & F es simétrica

(signatura = (2, 0)

A 4

Matriz de Gram

o -r(i )

| definida positiva /1 <

. Criterio de Sylvester

F, =)

°

det(F;) =1> 0

F . es simétrica

P15

dEt(Fz) =4>0

—_ —

u-v

¢<(u, v) = arcos (—) = arcos(

1l 12

3
v13-1

—

|ull = vu -

—

u =

IVl =vv-v =

) = 33.69°

Es ESENCIAL usar en el producto escalar y en las
- normas la Matriz de Gram del producto escalar
con el que se esta trabajando.
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Elemplol: f:R*xR*->R, f((x,y),(x,y))=xx"+xy +yx' +5yy 1 1
2) Hallar el angulo que forman los vectores u = (2,1) yv = (1, 0) G = (1 5)

L 1 1\ /1 L 1 1)\/,2\ _ —_ 1 1\/1\ _

i-v = (2 1)(1 5)(0)=3 ||u||—J<z 1)(1 5)(1)_m vl = Jﬂ 0>(1 5)(0)—1

£(d, D) ( Ly ) ( > )
U, v)=arcos\ ———= )= arcos
| [l V13 -1

Ejemplo 2: En R? con el producto escalar usual hallar el angulo que forman los vectores 1 = (2,1) y ¥ = (1,0)

Producto escalar usual:  f.R2 x R2 - R, fl(x,y),(x,y))=xx'+yy G, = ((1) (1)) — Id

@y - &)= N D)= +wy () (&, y) = xx' +yy’

el =y@r @n =l nE ()= vE+r7 Iyl = Va2 +y?

LG D) ( u-v ) ( (2,1)-(1,0) ) 2-14+1-0 (2)
U, V) =arcos |\ 7———= | = arcos = arcos = arcos |\ —
| [[]] 12, DI (1, 0)| J22 + 1212 + 02 V5
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Demostracion de la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Desigualdad de Cauchy-Schwarz: |u - v| < ||[u|l||?]l

1)Sidi = 0 6 ¥ = 0 la desigualdad se cumple porque | - %] = 0 < 0 = ||u|||7]]

— — ~ ape . C B A>0
2)Siu, v # 0, sea un numero real x cualquiera: bilinealidad 1 l l

I

— — — — — — ‘:—> — — — — — —> — — — —
O<|[u+xv|?=@+2av)-(U+2xv)=u- +u-(xv)+(xv)-u+(xv)-(xv)=} OS[Ilullz]+?u-v]-x+x2||v||2

I bilinealidad I,—— U-U+xU-V+axv-u+x*v-v = ||[ul|>+ 2xu - v + x?||v||? para todo x € R

Ax? + Bx + C NO toma valores negativos Simetria T -
, —B + VB% — 4AC
Ax*+Bx+C=0 & x=
2A
B? —4AC<0 [«
oL g e ——— B —4AC> 0 B —-4AC=0
- )% < [ull* [9]|* i - v| < |l |9l
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