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TEMA III- Espacios afines.
Capítulo 1. El espacio afín.

Definición de espacio afín.
Referencias afines.
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Definición de espacio afín.
Partimos de un espacio vectorial V (sus elementos son vectores)  

Un espacio afín 𝑬𝑬 ≠ ∅ asociado al espacio vectorial V es un conjunto de PUNTOS

𝑬𝑬 × 𝑬𝑬 → 𝑽𝑽
(𝑷𝑷,𝑸𝑸) → 𝒗𝒗 = 𝑷𝑷𝑸𝑸

1) ∀𝑷𝑷 ∈ 𝑬𝑬 𝐲𝐲 ∀𝒗𝒗 ∈ 𝑽𝑽 existe un único 𝑸𝑸 ∈ 𝑬𝑬 verificando que 𝒗𝒗 = 𝑷𝑷𝑸𝑸

2) ∀𝑷𝑷,𝑸𝑸,𝑹𝑹 ∈ 𝑬𝑬 se verifica que 𝑷𝑷𝑸𝑸 + 𝑸𝑸𝑹𝑹 = 𝑷𝑷𝑹𝑹 (Relación de Chasles)

cumpliendo:

y una forma de asignar a cada par de puntos un vector:

ESPACIO AFÍN ESPACIO VECTORIAL
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Propiedades del espacio afín.
Un espacio afín 𝑬𝑬 ≠ ∅ asociado al espacio vectorial V es un conjunto de PUNTOS y una forma de asignar a cada par de 
puntos un vector:

𝑬𝑬 × 𝑬𝑬 → 𝑽𝑽
(𝑷𝑷,𝑸𝑸) → 𝒗𝒗 = 𝑷𝑷𝑸𝑸

1) ∀𝑷𝑷 ∈ 𝑬𝑬 𝐲𝐲 ∀𝒗𝒗 ∈ 𝑽𝑽 existe un único 𝑸𝑸 ∈ 𝑬𝑬 verificando que 𝒗𝒗 = 𝑷𝑷𝑸𝑸

2) ∀𝑷𝑷,𝑸𝑸,𝑹𝑹 ∈ 𝑬𝑬 se verifica que 𝑷𝑷𝑸𝑸 + 𝑸𝑸𝑹𝑹 = 𝑷𝑷𝑹𝑹 (Relación de Chasles)

cumpliendo:

Propiedades:

1. 𝑷𝑷𝑸𝑸 = 𝟎𝟎⇔ 𝑷𝑷 = 𝑸𝑸

2.𝑷𝑷𝑸𝑸 = −𝑸𝑸𝑷𝑷

𝑷𝑷𝑷𝑷 + 𝑷𝑷𝑷𝑷 = 𝑷𝑷𝑷𝑷 ⇒ 𝑷𝑷𝑷𝑷 = 𝟎𝟎

𝑷𝑷 ∈ 𝑬𝑬
𝟎𝟎 ∈ 𝑽𝑽 𝑷𝑷 = 𝑸𝑸

𝑷𝑷𝑸𝑸 + 𝑸𝑸𝑷𝑷 = 𝑷𝑷𝑷𝑷 = 𝟎𝟎 𝑷𝑷𝑸𝑸 = −𝑸𝑸𝑷𝑷

3. 𝑷𝑷𝑸𝑸 = 𝑶𝑶𝑸𝑸− 𝑶𝑶𝑷𝑷

4. 𝑷𝑷𝑸𝑸 = 𝑷𝑷′𝑸𝑸𝑸 ⇒ 𝑷𝑷𝑷𝑷𝑸 = 𝑸𝑸𝑸𝑸𝑸

𝑶𝑶𝑷𝑷 + 𝑷𝑷𝑸𝑸 = 𝑶𝑶𝑸𝑸
Prueba:
⇐

⇒
⇒

∃único 𝑸𝑸 ∈ 𝑬𝑬/𝑷𝑷𝑸𝑸 = 𝟎𝟎 ⇒

Prueba:

⇒

Prueba:
⇒ 𝑷𝑷𝑸𝑸 = 𝑶𝑶𝑸𝑸− 𝑶𝑶𝑷𝑷

Prueba:
𝑷𝑷𝑸𝑸 + 𝑸𝑸𝑸𝑸𝑸 = 𝑷𝑷𝑸𝑸𝑸

𝑷𝑷𝑷𝑷𝑸 + 𝑷𝑷′𝑸𝑸𝑸 = 𝑷𝑷𝑸𝑸𝑸

𝑸𝑸𝑸𝑸𝑸 − 𝑷𝑷𝑷𝑷𝑸 = 𝟎𝟎 ⇒ 𝑷𝑷𝑷𝑷𝑸 = 𝑸𝑸𝑸𝑸𝑸

𝑷𝑷𝑸𝑸𝑸

𝑷𝑷 = 𝑸𝑸 = 𝑹𝑹

�

𝑷𝑷 = 𝑹𝑹

� RESTANDO
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Ejemplo estándar de espacio afín.
Un espacio afín 𝑬𝑬 ≠ ∅ asociado al espacio vectorial V es un conjunto de PUNTOS y una forma de asignar a cada par de 
puntos un vector:

𝑬𝑬 × 𝑬𝑬 → 𝑽𝑽
(𝑷𝑷,𝑸𝑸) → 𝒗𝒗 = 𝑷𝑷𝑸𝑸

1) ∀𝑷𝑷 ∈ 𝑬𝑬 𝐲𝐲 ∀𝒗𝒗 ∈ 𝑽𝑽 existe un único 𝑸𝑸 ∈ 𝑬𝑬 verificando que 𝒗𝒗 = 𝑷𝑷𝑸𝑸

2) ∀𝑷𝑷,𝑸𝑸,𝑹𝑹 ∈ 𝑬𝑬 se verifica que 𝑷𝑷𝑸𝑸 + 𝑸𝑸𝑹𝑹 = 𝑷𝑷𝑹𝑹 (Relación de Chasles)

cumpliendo:

𝑬𝑬 es espacio afín asociado a V y V tiene un producto escalar ⇒ 𝑬𝑬 se llama espacio afín euclídeo (¡podemos medir!)

Construcción de un espacio afín:

Dado un espacio vectorial V cualquiera tomamos como espacio afín 𝑬𝑬 = V. 

𝑬𝑬 × 𝑬𝑬 → 𝑽𝑽
(𝑷𝑷,𝑸𝑸) → 𝒗𝒗 = 𝑷𝑷𝑸𝑸 = 𝑸𝑸− 𝑷𝑷

Cumple las dos propiedades de la definición.

Ejemplo: 𝑽𝑽 = 𝑹𝑹𝟐𝟐 y 𝑬𝑬 = V = 𝑹𝑹𝟐𝟐.

𝑷𝑷 = 𝟐𝟐,𝟑𝟑 , 𝑸𝑸 = 𝟑𝟑,𝟏𝟏 ⇒ 𝑷𝑷𝑸𝑸 = 𝑸𝑸− 𝑷𝑷 = 𝟑𝟑,𝟏𝟏 − 𝟐𝟐,𝟑𝟑 = (𝟏𝟏,−𝟐𝟐)
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Referencias afines.

Referencia afín 𝑹𝑹 = {𝑶𝑶; 𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐, … ,𝒖𝒖𝒏𝒏} está formada por un punto 𝑶𝑶 y una base 𝑩𝑩 = {𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐, … ,𝒖𝒖𝒏𝒏}.

Motivación: En un espacio vectorial para introducir coordenadas partíamos del concepto de base 𝑩𝑩 = {𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐, … ,𝒖𝒖𝒏𝒏}.
En un espacio afín los vectores pueden trasladarse a cualquier punto.

𝑷𝑷 ∈ 𝑬𝑬 Coordenadas de 𝑷𝑷 en la referencia 𝑹𝑹 =  Coordenadas del vector 𝑶𝑶𝑷𝑷 en la base 𝑩𝑩
𝑶𝑶𝑷𝑷 = 𝒙𝒙𝟏𝟏𝒖𝒖𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝟐𝟐𝒖𝒖𝟐𝟐 + ⋯+ 𝒙𝒙𝒏𝒏𝒖𝒖𝒏𝒏 = 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑩𝑩 𝑷𝑷 = 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑹𝑹

Coordenadas de un punto 𝑷𝑷 respecto a la referencia 𝑹𝑹

Ejemplo 1 . Referencia canónica.

𝑹𝑹𝒄𝒄 = {(𝟎𝟎,𝟎𝟎); 𝟏𝟏,𝟎𝟎 , (𝟎𝟎,𝟏𝟏)}

𝑶𝑶𝑷𝑷 = 𝟑𝟑,𝟐𝟐 − 𝟎𝟎,𝟎𝟎 = 𝟑𝟑,𝟐𝟐 = 𝟑𝟑 · 𝟏𝟏,𝟎𝟎 + 𝟐𝟐 · 𝟎𝟎,𝟏𝟏 = 𝟑𝟑,𝟐𝟐 𝒄𝒄

𝑷𝑷 = 𝟑𝟑,𝟐𝟐 𝑹𝑹𝒄𝒄

𝑹𝑹𝑸 = {(𝟏𝟏,𝟏𝟏); 𝟐𝟐,𝟎𝟎 , (−𝟏𝟏,𝟏𝟏)} 𝑷𝑷 =
𝟑𝟑
𝟐𝟐

,𝟏𝟏
𝑹𝑹′

𝑷𝑷 = 𝟑𝟑,𝟐𝟐

Ejemplo 2 . 
𝑷𝑷 = 𝟑𝟑,𝟐𝟐

𝑶𝑶𝑸𝑷𝑷 = 𝟑𝟑,𝟐𝟐 − 𝟏𝟏,𝟏𝟏 = 𝟐𝟐,𝟏𝟏 = 𝟑𝟑
𝟐𝟐

· 𝟐𝟐,𝟎𝟎 + 𝟏𝟏 · −𝟏𝟏,𝟏𝟏 = 𝟑𝟑
𝟐𝟐

,𝟏𝟏
𝑩𝑩

Si 𝑩𝑩 es una base ortonormal la referencia se llama referencia rectangular

Base canónica

“A ojo” NO es fácil
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Cambio de referencia afín.

𝑹𝑹 = {𝑶𝑶; 𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐, … ,𝒖𝒖𝒏𝒏
𝑩𝑩

}

𝑹𝑹𝑸 = {𝑶𝑶𝑸; 𝒖𝒖𝟏𝟏𝑸,𝒖𝒖𝟐𝟐𝑸, … ,𝒖𝒖𝒏𝒏𝑸
𝑩𝑩′

}
Punto 𝑷𝑷 = �

𝑶𝑶𝑷𝑷= 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑩𝑩

𝑶𝑶𝑸𝑷𝑷= 𝒙𝒙𝟏𝟏𝑸,𝒙𝒙𝟐𝟐𝑸, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏𝑸 𝑩𝑩′

𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑹𝑹

𝒙𝒙𝟏𝟏𝑸,𝒙𝒙𝟐𝟐𝑸, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏𝑸 𝑹𝑹′
¿Cómo se relacionan?

𝑶𝑶𝑃𝑃= 𝑶𝑶𝑶𝑶𝑸+ 𝑶𝑶𝑸𝑃𝑃

𝒙𝒙𝟏𝟏
𝒙𝒙𝟐𝟐
⋮
𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑩𝑩

=

𝒂𝒂𝟏𝟏
𝒂𝒂𝟐𝟐
⋮
𝒂𝒂𝒏𝒏 𝑩𝑩

+

𝒙𝒙𝟏𝟏𝑸
𝒙𝒙𝟐𝟐𝑸
⋮
𝒙𝒙𝒏𝒏𝑸 𝑩𝑩

𝒙𝒙𝟏𝟏𝑸
𝒙𝒙𝟐𝟐𝑸
⋮
𝒙𝒙𝒏𝒏𝑸 𝑩𝑩

= 𝑴𝑴𝑩𝑩𝑩𝑩′

𝒙𝒙𝟏𝟏𝑸
𝒙𝒙𝟐𝟐𝑸
⋮
𝒙𝒙𝒏𝒏𝑸 𝑩𝑩′

𝒙𝒙𝟏𝟏
𝒙𝒙𝟐𝟐
⋮
𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑩𝑩

=

𝒂𝒂𝟏𝟏
𝒂𝒂𝟐𝟐
⋮
𝒂𝒂𝒏𝒏 𝑩𝑩

+ 𝑴𝑴𝑩𝑩𝑩𝑩′

𝒙𝒙𝟏𝟏𝑸
𝒙𝒙𝟐𝟐𝑸
⋮
𝒙𝒙𝒏𝒏𝑸 𝑩𝑩′

𝑶𝑶𝑶𝑶′ = 𝒂𝒂𝟏𝟏,𝒂𝒂𝟐𝟐, … ,𝒂𝒂𝒏𝒏 𝑩𝑩 coordenadas de O’ en la referencia 𝑹𝑹

Dadas
dos

referencias
�

𝒙𝒙𝟏𝟏
𝒙𝒙𝟐𝟐
⋮
𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑹𝑹

=

𝒂𝒂𝟏𝟏
𝒂𝒂𝟐𝟐
⋮
𝒂𝒂𝒏𝒏 𝑹𝑹

+ 𝑴𝑴𝑩𝑩𝑩𝑩′

𝒙𝒙𝟏𝟏𝑸
𝒙𝒙𝟐𝟐𝑸
⋮
𝒙𝒙𝒏𝒏𝑸 𝑹𝑹′

Coordenadas del (nuevo) origen de 𝑹𝑹𝑸 respecto a 𝑹𝑹

BASE 𝑩𝑩

¿Cómo se relacionan?

PARTE VECTORIAL

PARTE AFÍN
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Ejemplo de cambio de referencia afín.
Ejemplo 1 . Referencia canónica.

𝑹𝑹𝒄𝒄 = {(𝟎𝟎,𝟎𝟎); 𝟏𝟏,𝟎𝟎 , (𝟎𝟎,𝟏𝟏)} 𝑷𝑷 = 𝟑𝟑,𝟐𝟐 = 𝟑𝟑,𝟐𝟐 𝑹𝑹𝒄𝒄Base canónica
𝑹𝑹𝑸 = {(𝟏𝟏,𝟏𝟏); 𝟐𝟐,𝟎𝟎 , (−𝟏𝟏,𝟏𝟏)} 𝑷𝑷 =

𝟑𝟑
𝟐𝟐

,𝟏𝟏
𝑹𝑹′

Ejemplo 2 . 

𝒙𝒙𝟏𝟏
𝒙𝒙𝟐𝟐
⋮
𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑹𝑹𝒄𝒄

=

𝒂𝒂𝟏𝟏
𝒂𝒂𝟐𝟐
⋮
𝒂𝒂𝒏𝒏 𝑹𝑹𝒄𝒄

+ 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩′

𝒙𝒙𝟏𝟏𝑸
𝒙𝒙𝟐𝟐𝑸
⋮
𝒙𝒙𝒏𝒏𝑸 𝑹𝑹′

Coordenadas del (nuevo) origen de 𝑹𝑹𝑸 respecto a 𝑹𝑹𝒄𝒄

Cambio de 𝑹𝑹𝑸 a la canónica.

𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩′ = 𝟐𝟐 −𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟏𝟏

𝒙𝒙
𝒚𝒚 𝑹𝑹𝒄𝒄

= 𝟏𝟏
𝟏𝟏 𝑹𝑹𝒄𝒄

+ 𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩′
𝒙𝒙𝑸
𝒚𝒚𝑸 𝑹𝑹′

𝒙𝒙
𝒚𝒚 𝑹𝑹𝒄𝒄

= 𝟏𝟏
𝟏𝟏 𝑹𝑹𝒄𝒄

+ 𝟐𝟐 −𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟏𝟏

𝒙𝒙𝑸
𝒚𝒚𝑸 𝑹𝑹′

Necesitamos: cambio de la canónica a 𝑹𝑹𝑸.

𝒙𝒙 − 𝟏𝟏
𝒚𝒚 − 𝟏𝟏 𝑹𝑹𝒄𝒄

= 𝟐𝟐 −𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟏𝟏

𝒙𝒙𝑸
𝒚𝒚𝑸 𝑹𝑹′

𝟐𝟐 −𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟏𝟏

−𝟏𝟏 𝒙𝒙 − 𝟏𝟏
𝒚𝒚 − 𝟏𝟏 𝑹𝑹𝒄𝒄

= 𝒙𝒙𝑸
𝒚𝒚𝑸 𝑹𝑹′

𝒙𝒙𝑸
𝒚𝒚𝑸 𝑹𝑹′

= 𝟏𝟏/𝟐𝟐 𝟏𝟏/𝟐𝟐
𝟎𝟎 𝟏𝟏

𝒙𝒙 − 𝟏𝟏
𝒚𝒚 − 𝟏𝟏 𝑹𝑹𝒄𝒄

𝒙𝒙𝑸
𝒚𝒚𝑸 𝑹𝑹′

= 𝟏𝟏/𝟐𝟐 𝟏𝟏/𝟐𝟐
𝟎𝟎 𝟏𝟏

𝟑𝟑 − 𝟏𝟏
𝟐𝟐 − 𝟏𝟏 𝑹𝑹𝒄𝒄

= 𝟑𝟑/𝟐𝟐
𝟏𝟏 𝑹𝑹′

𝑷𝑷 = ⁄𝟑𝟑 𝟐𝟐 ,𝟏𝟏 𝑹𝑹′

Aplicamos la fórmula al punto 𝑷𝑷 = 𝟑𝟑,𝟐𝟐 𝑹𝑹𝒄𝒄

Despejamos 𝒙𝒙′,𝒚𝒚′ 𝑹𝑹
′

?

𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩′ = 𝟐𝟐 −𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟏𝟏

Base B’
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Expresión de la fórmula de cambio de referencia con una sola matriz.
𝑹𝑹𝑸 = {𝑶𝑶𝑸; 𝒖𝒖𝟏𝟏𝑸,𝒖𝒖𝟐𝟐𝑸, … ,𝒖𝒖𝒏𝒏𝑸

𝑩𝑩′
} 𝑹𝑹 = {𝑶𝑶; 𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒖𝒖𝟐𝟐, … ,𝒖𝒖𝒏𝒏

𝑩𝑩
}                 

𝒙𝒙𝟏𝟏
𝒙𝒙𝟐𝟐
⋮
𝒙𝒙𝒏𝒏 𝑹𝑹

=

𝒂𝒂𝟏𝟏
𝒂𝒂𝟐𝟐
⋮
𝒂𝒂𝒏𝒏 𝑹𝑹

+ 𝑴𝑴𝑩𝑩𝑩𝑩′

𝒙𝒙𝟏𝟏𝑸
𝒙𝒙𝟐𝟐𝑸
⋮
𝒙𝒙𝒏𝒏𝑸 𝑹𝑹′

Coordenadas del (nuevo) origen de 𝑹𝑹𝑸 respecto a 𝑹𝑹

𝒙𝒙𝟏𝟏
𝒙𝒙𝟐𝟐
⋮
𝒙𝒙𝒏𝒏
𝟏𝟏 𝑹𝑹

=

𝒂𝒂𝟏𝟏
𝒂𝒂𝟐𝟐
⋮
𝒂𝒂𝒏𝒏

𝟎𝟎 𝟎𝟎 … 𝟎𝟎 𝟏𝟏

𝒙𝒙𝟏𝟏′

𝒙𝒙𝟐𝟐′
⋮
𝒙𝒙𝒏𝒏′
𝟏𝟏 𝑹𝑹′

𝑴𝑴𝑩𝑩𝑩𝑩′

Coordenadas del (nuevo) origen de 𝑹𝑹𝑸 respecto a 𝑹𝑹

𝑹𝑹𝒄𝒄 = {(𝟎𝟎,𝟎𝟎); 𝟏𝟏,𝟎𝟎 , (𝟎𝟎,𝟏𝟏)}𝑹𝑹𝑸 = {(𝟏𝟏,𝟏𝟏); 𝟐𝟐,𝟎𝟎 , (−𝟏𝟏,𝟏𝟏)}

Ejemplo:

𝒙𝒙
𝒚𝒚 𝑹𝑹𝒄𝒄

= 𝟏𝟏
𝟏𝟏 𝑹𝑹𝒄𝒄

+ 𝟐𝟐 −𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟏𝟏

𝒙𝒙𝑸
𝒚𝒚𝑸 𝑹𝑹′

𝒙𝒙
𝒚𝒚
𝟏𝟏 𝑹𝑹𝒄𝒄

=
𝟐𝟐 −𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟏𝟏

𝒙𝒙′
𝒚𝒚′
𝟏𝟏 𝑹𝑹′

𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩′ = 𝟐𝟐 −𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟏𝟏

Base canónica

Matriz de cambio de referencia ((𝒏𝒏 + 𝟏𝟏) × (𝒏𝒏 + 𝟏𝟏) )

Matriz de cambio de referencia (𝟑𝟑 × 𝟑𝟑 )
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