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Capitulo 3. Transformaciones ortogonales.
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Transformaciones ortgonales.

Trabajaremos en un Espacio vectorial euclideo = Espacio vectorial U + producto escalar

Definicidn. Una transformacion ortogonal de U es una aplicacion t: U — U que conserva el producto escalar:

I — — —_ = — —
| t(u)-t(v)=u-v| Yu,veU

Propiedad fundamental. Toda transformacion ortogonal t: U — U de U es una aplicacidn lineal:

Prueba:

t es lineal si: t(au + bv) = at(w) + b t(v) o tlai+bv)—at@)—bt@ =0

Equivale a probar que: lt(au + bv) —at(w) —bt(@)|| =0

(t(avi + bV) —a t(w) — b t(W)) - (t(av + bv) —at(u) — b t(V)) =

= t(au + bv) - t(au + bv) + a? t(v) - t(¥) + b? t(W) - t(V)
—2a t(u) - t(au + bv) —2bt(v) - t(au + bv) + 2a bt(u) - t(V) =

= (au + bv) - (au + bV) + a?u - u + b*v - v — 2au - (au + bv) —2bv - (au + bv) + 2a b - v =

= ((au + bV) — au — bv) - ((ati + bV) — avi — bv) = 0

ALGEBRA LINEAL I Grado en Tecnologia en la Ingenieria Civil. UDC.

h




Propiedades (l). Expresion matricial.

Definicidn. Una transformacion ortogonal de U es una aplicacion t: U — U que conserva el producto escalar:

t(uw) - t(v)=u-v YUvEU

1. Toda transformacion ortogonal t: U — U de U es una aplicacidn lineal.

2. Condicion matricial para ser transformacion ortogonal:

T matriz asociada a t (t(ﬁ))B =Tp(up (t@))B =Tp(v)p
B basede U

G g matriz de Gram del producto escalar XY =x)565(y)p

t:U > Uortogonal < t) -t@=u-v © (Tpwp)'GpTp(w)p= (WG (W)
V e (W T%GBTQ (W)p = (u)f;.GB (Vg o | TpGTp=Gg

Si B es una base ortonormalde U <& Gp=1d

/

T;GpTg =Gy & | TLTp=1d
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Propiedades (Il).

Definicidn. Una transformacion ortogonal de U es una aplicacion t: U — U que conserva el producto escalar:

| t@) - t@) =u-7 | Vi, v € U

1. Toda transformacidén ortogonal t: U — U de U es una aplicacidn lineal.

2.t:U - U lineal es ortogonal <& TLG;Tg = Gg, B base cualquiera < T4 Ty = Id, B base ortonormal

3. Toda transformacion ortogonal t: U — U de U conserva médulos y angulos: | |lt(u)|| = ||ﬁ’|||
£(t(w), t(v)) = 2(u,v)

Prueba:

It@)||? = t() - t() = u - u = |[u]|>

ey tw)-t(w) \ u-vo\
£(t(0), ¢@)) = arcos (nt(ﬁ)n ||t(v>||> = arcos (uﬁn Wn) - «ww)
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Propiedades (lll).

t(uw) - t(v)=u-v

YuveuU

Definicidn. Una transformacion ortogonal de U es una aplicacion t: U — U que conserva el producto escalar:

1. Toda transformacidén ortogonal t: U — U de U es una aplicacidn lineal.

2.t:U - U lineal es ortogonal < TLGgTg = Gg, B base cualquiera < T4 Ty = Id, B base ortonormal

3. Toda transformacién ortogonal t: U — U de U conserva médulos y angulos:  ||t(w)|| = [|u]]
£(t(w), t(v)) = 2(u,v)
4.t: U - U lineal es ortogonal < Lleva bases ortonormales en bases ortonormales

=| Inmediato.

|
|
= |
|
B = {ﬁl,ﬁz, ...,ﬁn} I

B' = t(B) — {t(z_il)r t(l_l)z),, Ly t(l_in)}

|
|
By B’ bases ortonormales 51/133, ortogonal :
|

= My, Mgg, =1d = TiTg=1d

Matriz cuyas columnas son las coordenadas de la imagen
de los vectores de la base B respecto de la base B

To=Top | (G5 (E@Ds -+ @GEDs | =

Mg,

de la base B’ = t(B) respecto de la base B

Matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores
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Propiedades (V).

Definicidn. Una transformacion ortogonal de U es una aplicacion t: U — U que conserva el producto escalar:

t(w) - t(v) =u-v Yu,veuU

1. Toda transformacion ortogonal t: U — U de U es una aplicacidn lineal.

2.[t: U - U lineal es ortogonal < T4GgTg = Gg, B base cualquiera < T4 Ty = Id, B base ortonormal ]

3. Toda transformacién ortogonal t: U — U de U conserva médulos y angulos:  ||t(w)|| = [|u]]
£(t(w), t(v)) = 2(u,v)
4.t: U - U lineal es ortogonal < Lleva bases ortonormales en bases ortonormales

5. Toda transformacion ortogonal t: U — U de U es biyectiva, tiene inversa y su inversa es también ortogonal.

Ejemplo: Prueba:
Giro de 40° Giro de —40° 7Y t biyectiva

TyTg=1d o ,Tz' =T, & Tginversible <

NG

4 INVERSA 0
ﬁ o

t inversible

T3'Tzl =1d < t ! ortogonal.

—
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Propiedades (V).

Definicidn. Una transformacion ortogonal de U es una aplicacion t: U — U que conserva el producto escalar:

t(uw) - t(v)=u-v Yu,veU

1. Toda transformacidén ortogonal t: U — U de U es una aplicacidn lineal.

2.t:U - U lineal es ortogonal < TLGgTg = Gg, B base cualquiera < T4 Ty = Id, B base ortonormal

3. Toda transformacion ortogonal t: U — U de U conserva médulos y angulos:  ||t(w)|| = [|u]|
£(t(w), t(v)) = 2(u,v)
4.t: U - U lineal es ortogonal < Lleva bases ortonormales en bases ortonormales

5. Toda transformacion ortogonal t: U — U de U es biyectiva, tiene inversa y su inversa es también ortogonal.

6. Si t: U = U es una transformacion ortogonal entonces det(Tg) = £1

Prueba: Determinante del producto = Producto de determinantes det(Gg) # 0

(= TtBGBTB = GB = det(T%GBTB) = det(GB) A—':’ det(T%)det(GB)det(TB) = det(GB)

t: U - U ortogonal

& det(Ty) det(Tg) =1 ¢ det(Tp)det(Tg) =1 & det(Tgp)?=1 < det(Tg) = +1
det(Ty) = det(Tp)
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Propiedades (VI).

Definicidn. Una transformacion ortogonal de U es una aplicacion t: U — U que conserva el producto escalar:

t(uw) - t(v)=u-v Yu,veU

1. Toda transformacidén ortogonal t: U — U de U es una aplicacidn lineal.

2.t:U - U lineal es ortogonal < TLGgTg = Gg, B base cualquiera < T4 Ty = Id, B base ortonormal

3. Toda transformacién ortogonal t: U — U de U conserva médulos y angulos:  ||t(w)|| = [|u]]
£(t(w), t(v)) = 2(u,v)
4.t: U - U lineal es ortogonal < Lleva bases ortonormales en bases ortonormales

5. Toda transformacion ortogonal t: U — U de U es biyectiva, tiene inversa y su inversa es también ortogonal.

6. Si t: U = U es una transformacion ortogonal entonces det(Tg) = £1

7.Sit: U — U es una transformacion ortogonal y 4 € R es autovalor de , entonces 4 =| ,
Prueba: =
N —1.7 Aautovalordet o  t(u)=Au u=+0
......... ]
)\71} T4 B — ( —> / — —,
u il = ([t = [[Aull = [A]llf] = 1=]4 = 41==1
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Propiedades (VIl).

Definicidn. Una transformacion ortogonal de U es una aplicacion t: U — U que conserva el producto escalar:

t(w) - t(v) =u-v Yu,veuU

1. Toda transformacion ortogonal t: U — U de U es una aplicacidn lineal.

2.t:U - U lineal es ortogonal < TLGgTg = Gg, B base cualquiera < T4 Ty = Id, B base ortonormal

3. Toda transformacién ortogonal t: U — U de U conserva médulos y angulos:  ||t(w)|| = [|u]]
£(t(w), t(v)) = 2(u,v)
4.t: U - U lineal es ortogonal < Lleva bases ortonormales en bases ortonormales

5. Toda transformacion ortogonal t: U — U de U es biyectiva, tiene inversa y su inversa es también ortogonal.

6. Si t: U = U es una transformacion ortogonal entonces det(Tg) = £1
7.Sit: U — U es una transformacion ortogonal y A € R es autovalor de t, entonces 4 = +1

8.Sit: U — U es una transformacion ortogonal, autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales.

s :7< - T il [ t(ii) = u t(v) = —?J
—U U —U v
- = - s == == -

u-v=t(w) - tw)=—u-v =2 2u-v=0 > ulv

NO conserva angulo Sl conserva angulo
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Propiedades (VIl).

Definicidn. Una transformacion ortogonal de U es una aplicacion t: U — U que conserva el producto escalar:

t(uw) - t(v)=u-v Yu,veU

1. Toda transformacidén ortogonal t: U — U de U es una aplicacidn lineal.
2.t:U > U lineal es ortogonal < TgLGgTg = Gg, B base cualquiera < T; Ty = Id, B base ortonormal

3. Toda transformacién ortogonal t: U — U de U conserva médulos y angulos:  ||t(w)|| = [|u]]
£(t(w), t(v)) = 2(u,v)

4.t: U - U lineal es ortogonal & Lleva bases ortonormales en bases ortonormales

5. Toda transformacion ortogonal t: U — U de U es biyectiva, tiene inversa y su inversa es también ortogonal.
6.Sit: U — U es una transformacion ortogonal entonces det(Tp) = 1

7.Sit: U — U es una transformacion ortogonal y A € R es autovalor de t, entonces 4 = +1

8.Sit: U — U es una transformacion ortogonal, autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales.

9.Sit: U — U es ortogonal y diagonalizable, entonces existe una base ortonormal de autovectores.
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