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Álgebra Lineal II

Luis Fuentes García (2022). 

TEMA III- Espacios afines.
Capítulo 1. El espacio afín.

Haces de rectas y planos.
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𝒇𝒇𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏 + 𝝀𝝀 � 𝒇𝒇𝟐𝟐 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏 = 𝟎𝟎, 𝝀𝝀 ∈ ℝ

Haces de objetos geométricos.
𝑬𝑬 espacio euclídeo.   �𝝅𝝅𝟏𝟏 ≡ 𝒇𝒇𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏 = 𝟎𝟎

𝝅𝝅𝟐𝟐 ≡ 𝒇𝒇𝟐𝟐 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏 = 𝟎𝟎
Haz generado por 𝝅𝝅𝟏𝟏 y 𝝅𝝅𝟐𝟐: 

𝜶𝜶 � 𝒇𝒇𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏 + 𝜷𝜷 � 𝒇𝒇𝟐𝟐 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … ,𝒙𝒙𝒏𝒏 = 𝟎𝟎
𝜶𝜶,𝜷𝜷 ∈ ℝ, (𝜶𝜶,𝜷𝜷) ≠ (𝟎𝟎,𝟎𝟎)

Los objetos del haz heredan propiedades comunes a los 
generadores:
- Pasar por un punto.
- Direcciones de paralelismo.
- Asíntotas, tangentes, puntos singulares,…

∪

Si 𝜶𝜶 ≠ 𝟎𝟎 dividiendo por 𝜶𝜶

𝑬𝑬𝑬𝑬𝑬𝑬𝑬𝑬𝑬𝑬𝑬𝑬𝑬𝑬: en ℝ𝟑𝟑.   �𝝅𝝅𝟏𝟏 ≡ 𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 + 𝒛𝒛 − 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎
𝝅𝝅𝟐𝟐 ≡ 𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 = 𝟎𝟎

Haz generado por 𝝅𝝅𝟏𝟏 y 𝝅𝝅𝟐𝟐: 

𝜶𝜶 � (𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 + 𝒛𝒛 − 𝟏𝟏) + 𝜷𝜷 � (𝒙𝒙 + 𝒚𝒚) = 𝟎𝟎
𝜶𝜶,𝜷𝜷 ∈ ℝ, (𝜶𝜶,𝜷𝜷) ≠ (𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 + 𝒛𝒛 − 𝟏𝟏 + 𝝀𝝀 � 𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 = 𝟎𝟎, 𝝀𝝀 ∈ ℝ

𝒇𝒇𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … , 𝒙𝒙𝒏𝒏 +
𝜷𝜷
𝜶𝜶 � 𝒇𝒇𝟐𝟐 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … , 𝒙𝒙𝒏𝒏 = 𝟎𝟎

𝜶𝜶 = 𝟎𝟎

𝒇𝒇𝟐𝟐 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … , 𝒙𝒙𝒏𝒏 = 𝟎𝟎
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Haz de rectas en el plano.

Haz de rectas en ℝ𝟐𝟐.   �
𝒓𝒓𝟏𝟏 ≡ 𝒂𝒂𝒙𝒙 + 𝒃𝒃𝒚𝒚 + 𝒄𝒄 = 𝟎𝟎
𝒓𝒓𝟐𝟐 ≡ 𝒂𝒂′𝒙𝒙 + 𝒃𝒃𝒃𝒚𝒚 + 𝒄𝒄𝒃 = 𝟎𝟎

𝜶𝜶(𝒂𝒂𝒙𝒙 + 𝒃𝒃𝒚𝒚 + 𝒄𝒄) + 𝜷𝜷(𝒂𝒂′𝒙𝒙 + 𝒃𝒃𝒃𝒚𝒚 + 𝒄𝒄𝒃) = 𝟎𝟎
𝜶𝜶,𝜷𝜷 ∈ ℝ, (𝜶𝜶,𝜷𝜷) ≠ (𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒂𝒂𝒙𝒙 + 𝒃𝒃𝒚𝒚 + 𝒄𝒄 + 𝝀𝝀 𝒂𝒂′𝒙𝒙 + 𝒃𝒃𝒃𝒚𝒚 + 𝒄𝒄𝒃 = 𝟎𝟎, 𝝀𝝀 ∈ ℝ
𝒂𝒂′𝒙𝒙 + 𝒃𝒃𝒃𝒚𝒚 + 𝒄𝒄𝒃 = 𝟎𝟎

Haz de rectas por un punto. Haz de rectas parelelas.
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Haz de planos en el espacio.

.�
𝝅𝝅𝟏𝟏 ≡ 𝒂𝒂𝒙𝒙 + 𝒃𝒃𝒚𝒚 + 𝒄𝒄𝒛𝒛 + 𝒅𝒅 = 𝟎𝟎
𝝅𝝅𝟐𝟐 ≡ 𝒂𝒂′𝒙𝒙 + 𝒃𝒃′𝒚𝒚 + 𝒄𝒄′𝒛𝒛 + 𝒅𝒅′ = 𝟎𝟎

Haz de planos por una recta común. Haz de planos paralelos.

𝜶𝜶(𝒂𝒂𝒙𝒙 + 𝒃𝒃𝒙𝒙 + 𝒄𝒄𝒛𝒛 + 𝒅𝒅) + 𝜷𝜷(𝒂𝒂′𝒙𝒙 + 𝒃𝒃𝒃𝒚𝒚 + 𝒄𝒄′𝒛𝒛 + 𝒅𝒅𝒃) = 𝟎𝟎
𝜶𝜶,𝜷𝜷 ∈ ℝ, (𝜶𝜶,𝜷𝜷) ≠ (𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒂𝒂𝒙𝒙 + 𝒃𝒃𝒚𝒚 + 𝒄𝒄𝒛𝒛 + 𝒅𝒅 + 𝝀𝝀 𝒂𝒂′𝒙𝒙 + 𝒃𝒃′𝒚𝒚 + 𝒄𝒄′𝒛𝒛 + 𝒅𝒅𝒃 = 𝟎𝟎, 𝝀𝝀 ∈ ℝ
𝒂𝒂′𝒙𝒙 + 𝒃𝒃′𝒚𝒚 + 𝒄𝒄′𝒛𝒛 + 𝒅𝒅′ = 𝟎𝟎

Haz de planos en ℝ𝟑𝟑
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Haz de planos en el espacio. Ejemplo I.

𝜶𝜶 � (𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 + 𝒛𝒛 − 𝟏𝟏) + 𝜷𝜷 � (𝒙𝒙 + 𝒚𝒚) = 𝟎𝟎
𝜶𝜶,𝜷𝜷 ∈ ℝ, (𝜶𝜶,𝜷𝜷) ≠ (𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 + 𝒛𝒛 − 𝟏𝟏 + 𝝀𝝀 � 𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 = 𝟎𝟎, 𝝀𝝀 ∈ ℝ

En ℝ𝟑𝟑 dar la ecuación del plano que pasa por 𝑬𝑬 = 𝟏𝟏,𝟏𝟏,𝟏𝟏 y contiene a la recta 𝒓𝒓 ≡ �𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 + 𝒛𝒛 − 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎
𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 = 𝟎𝟎

𝝅𝝅𝟏𝟏
𝝅𝝅𝟐𝟐

Haz de planos que contiene a al recta 𝒓𝒓;

Imponemos que pase por 𝑬𝑬 = 𝟏𝟏,𝟏𝟏,𝟏𝟏

𝟏𝟏 + 𝟏𝟏 + 𝟏𝟏 − 𝟏𝟏 + 𝝀𝝀 � 𝟏𝟏 + 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎 ⇒ 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝝀𝝀=0 ⇒ 𝝀𝝀 = −𝟏𝟏

Versión de UN parámetro:

𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 + 𝒛𝒛 − 𝟏𝟏 + (−𝟏𝟏) � 𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 = 𝟎𝟎

𝒛𝒛 − 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎

Versión de DOS parámetros:

Imponemos que pase por 𝑬𝑬 = 𝟏𝟏,𝟏𝟏,𝟏𝟏

𝜶𝜶 � (𝟏𝟏 + 𝟏𝟏 + 𝟏𝟏 − 𝟏𝟏) + 𝜷𝜷 � (𝟏𝟏 + 𝟏𝟏) = 𝟎𝟎 ⇒ 𝜷𝜷 = −𝜶𝜶

𝜶𝜶 � 𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 + 𝒛𝒛 − 𝟏𝟏 − 𝜶𝜶 � (𝒙𝒙 + 𝒚𝒚) = 𝟎𝟎

𝐱𝐱 + 𝐲𝐲 + 𝐳𝐳 − 𝟏𝟏 + (−𝟏𝟏) � 𝐱𝐱 + 𝐲𝐲 = 𝟎𝟎

𝒛𝒛 − 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎

dividiendo por 𝜶𝜶
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Haz de planos en el espacio. Ejemplo II.

𝜶𝜶 � (𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 + 𝒛𝒛 − 𝟏𝟏) + 𝜷𝜷 � (𝒙𝒙 + 𝒚𝒚) = 𝟎𝟎
𝜶𝜶,𝜷𝜷 ∈ ℝ, (𝜶𝜶,𝜷𝜷) ≠ (𝟎𝟎,𝟎𝟎)

𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 + 𝒛𝒛 − 𝟏𝟏 + 𝝀𝝀 � 𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 = 𝟎𝟎, 𝝀𝝀 ∈ ℝ

En ℝ𝟑𝟑 dar la ecuación del plano que pasa por 𝑬𝑬 = 𝟏𝟏,−𝟏𝟏,𝟎𝟎 y contiene a la recta 𝒓𝒓 ≡ �𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 + 𝒛𝒛 − 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎
𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 = 𝟎𝟎

𝝅𝝅𝟏𝟏
𝝅𝝅𝟐𝟐

Haz de planos que contiene a al recta 𝒓𝒓;

Imponemos que pase por 𝑬𝑬 = 𝟏𝟏,−𝟏𝟏,𝟎𝟎

𝟏𝟏 − 𝟏𝟏 + 𝟎𝟎 − 𝟏𝟏 + 𝜆𝜆 � 𝟏𝟏 − 𝟏𝟏 = 0 ⇒ −𝟏𝟏 = 𝟎𝟎

Versión de UN parámetro:

Versión de DOS parámetros:

Imponemos que pase por 𝑬𝑬 = 𝟏𝟏,−𝟏𝟏,𝟎𝟎

𝜶𝜶 � (𝟏𝟏 − 𝟏𝟏 + 𝟎𝟎 − 𝟏𝟏) + 𝜷𝜷 � (𝟏𝟏 − 𝟏𝟏) = 𝟎𝟎 ⇒ 𝜶𝜶 = 𝟎𝟎

𝛃𝛃 � (𝐱𝐱 + 𝐲𝐲) = 𝟎𝟎

𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 = 𝟎𝟎

dividiendo por 𝜷𝜷

¡IMPOSIBLE!

¿No hay solución? 𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 = 𝟎𝟎

Pasa por 𝑬𝑬 = 𝟏𝟏,−𝟏𝟏,𝟎𝟎 , ya que 𝟏𝟏 − 𝟏𝟏 = 𝟎𝟎
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