Algebra Lineal Il

TEMA I- Aplicaciones bilineales.

Capitulo 1. Formas bilineales y formas cuadraticas.

Formas cuadraticas.

Luis Fuentes Garcia (2022).
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Formas cuadraticas (l1): Motivacion.
Motivacion:

Producto escalar: nos sirve para medir angulos y distancias (“hacer” geometria).

U - U (dos vectores se transforma en un nimero) —_— f: R*x R* > R fu,v)=u-v f forma bilineal
U-v=v-u — fu,v) = f(v,u) [ simétrica
Norma o médulo: |[U|| = +Vu - u — w:R?> > R
1(3,4)|| = +/(3.4) - (3,4) = +/32+ 42 =5
Eiemblo: w:R?> > R w() = f(u,u)
£l€mMplo: x,y),x,y))=xx"+xy + yx . .
f(( ), (x,y )) y Ty Forma cuddratica asociada a f
/ !/
i i’ X Inspiradas en el médulo al cuadrado de un vector.
F, = ( ) simétrica iy
1 0/y |ull“=u-u

o, -0 =+ -0.a-n)=+fa -0} §()=+]o v(})= @

iNO EXISTE!
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Formas cuadraticas (l1): Definiciones equivalentes.

Definicion I. Dado un e.v. U y una forma bilineal simétrica f: U X U — R se llama forma cuadratica asociadaa f ala
aplicacion w: U — R definida como w(u ) = f(u, u).

Definicidn Il. Dado un e.v. U, una aplicacion w: U = R es una forma cuadratica si cumple:
i) w(Au) = 22w (1) para cualesquiera il € U, A € R.
i) f(u,v) = % (w(u + V) — w() — w(V)) es una forma bilineal simétrica.

Son definiciones equivalentes:

Definicion | = Definicion Il. Linealidad en la 12 componente

/ Linealidad en la 22 componente

o -
i) w(A) = F(AU, A0) = A~ f(@, An) = 22 - F(i, 1) = A% w (i) / Linealidad en la 12 componente

i) > (w(ii + %) — w(@i) — w(®)) =5 (F@ + 9,3 + V) — f(1,1) — f(¥,5)) =/ Linealidad en la 22 componente
= > (FGi, 3 + V) + f(B,1 + D) — f(, ) - f(3,)) =
Simetria \= %(f wu) + f(U, V) + f(W,u) +L(271§ —L(A_fﬁ{) —);@76) = %(f(ﬁ),l_}) +f(Wu)) =
1

=2(f@» +f@v) = ;(2f@9) = fGi,v)

2
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Formas cuadraticas (l1): Definiciones equivalentes.

Definicion I. Dado un e.v. U y una forma bilineal simétrica f: U X U — R se llama forma cuadratica asociadaa f ala
aplicacion w: U — R definida como w(u ) = f(u, u).

Definicion Il. Dado un e.v. U, una aplicacion w: U — R es una forma cuadratica si cumple:
i) w(Au) = 22w (1) para cualesquiera il € U, A € R.
i) f(u, 5’)/= % (w(u + V) — w() — w(V)) es una forma bilineal simétrica.ﬁ

Son definiciones e({uivalentes:
/

Definicion II7/Definici6n l.

1 1 1
fGi, W) = 5 (0@ +1) - 0@ - 0@) = 5 (020 - 20@) = 7 (2200 - 206)) = 5 (20GD)

IDEA ESENCIAL: Formas cuadraticas y formas bilineales simétricas son conceptos “hermanos”, equivalentes.

- Dada una forma bilineal simétrica f, inmediatamente tenemos una forma cuadratica asociada w(u ) = f(u, u)

- Dada una forma cuadratica w, inmediatamente tenemos una forma forma bilineal simétrica asociada:
—> —> 1 — —> —> —>
f@i,V) =3 (@i +79) ~ o) — o))

f se llama forma polar asociada a w
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Formas cuadraticas (ll): Definiciones equivalentes.

Definicion I. Dado un e.v. U y una forma bilineal simétrica f: U X U — R se llama forma cuadratica asociadaa f ala
aplicacion w: U — R definida como w(u ) = f(u, u).

Definicidn Il. Dado un e.v. U, una aplicacion w: U = R es una forma cuadratica si cumple:
i) w(Au) = 22w (1) para cualesquiera il € U, A € R.

i) f(u,v) = % (w(u + V) — w() — w(V)) es una forma bilineal simétrica.

f forma bilineal simétrica & producto escalar

e ” . — —> 1 — — —> —
Interpretacidn geométricade: f(u, V) = - (w(u + V) — w(u) — w(V))
2 w forma cuadratica © maddulo al cuadrado

—_ = 1 — — — —
u-v =3 (IR + 9112 = [[ll® = [911%)

— — 1 — — — —
IllIvlicos(a) =5 (i + vlI* — [[ll* — [[V]|*)
2|[ullllvllcos(er) = [li + v||* — [lull* - [|¥]|*

12 + D11 = |[l|1* + [I[911* + 2|[%[l|[¥]lcos ()

c?* = b? + a? — 2bacos(C)

TEOREMA DEL COSENO
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Formas cuadraticas (lll): Matriz asociada.

w:U > R formacuadritica <—— f:U xU —» R forma bilineal simétrica (forma polar) w() = f(u,u)

La matriz asociada a la forma cuadratica w es la matriz asociada a su forma polar f (forma bilineal siatétrica).

Y1 X1
fOX,9) =(x1 X2 .. X3)pFp y:Z w(X) = (X1 Xz_~ Xp)gFp 2 F gsimétrica
yn B xn B
Ejemplo I:
f((x,y),(x,y)) = xx"+3xy’ + 3yx’ —2yy’ w((x,y))=f((xy),(xy)=x-x+3xy+3yx —2y -y = x> + 6xy — 2y*
x y
1 3\ x o eg e . 1 3\ /X
— simetrica w | (X, =X Yy
F, (3 —z)y ()= N3 ()
Ejemplo II: w ((x,y)) = x* + 6xy — 2y Por definicion: . f(u,v) = % (w(i + V) — w() — w®))

L pordemo

1

(), (,9) #5 @(( ) + (&, 9)) — 0, y) — @, y) =5 (o(x+ 2,7 +)) - 0(xy) - 0,y)) =

1
= E((x + x’)z + 6(.7(' + x’)(y + yl) _ 2(}’ + yl)Z _ (xZ + 6xy _ ZyZ) _ (xrz + 6x/yr _ ZyIZ)) . —
= xx' + 3xy' + 3yx’ — 2yy’
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Formas cuadraticas (lll): Matriz asociada.

w:U > R formacuadritica <—— f:U xU —» R forma bilineal simétrica (forma polar) w() = f(u,u)

La matriz asociada a la forma cuadratica w es la matriz asociada a su forma polar f (forma bilineal simétrica).

Y1 X1
fOX,9) =(x1 X2 .. X3)pFp y:Z w(X) = (X1 Xz .. Xp)gFp o F gsimétrica
yn B xn B
Ejemplo I:
f((xy), (', y)) = xx' + 3xy’ + 3yx' — 2yy' w((xy))=f((xy),(xy)=x x+3xy+3yx—2y y=x*+6xy — 2)*
x y
1 3\ x o eg e . 1 3\ /X
— simétrica w ((x, =(x vy
F, (3 —z)y ()= N3 ()
Ejemplo Il: 2 9
w((x,y))=x*+6xy—2y (1 3 _ 1 3\ (X
( ) F _(3 —2) w((y) = y)(s —z)(y)
f 6;’2 . j0JO!.
F. = ( ) Fuera de la diagonal (x, ), (x/’ /) — (x y) 1 3 (.X':) = xx + 3xv' + 3vx — 2 /
© \6/2 -2JY | pvIDIDOS entre DOS flGe ) (xy7) 5 -2 y yoweyr ey
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Formas cuadraticas (IV): Cambio de base.

w:U > R formacuadritica <—— f:U xU —» R forma bilineal simétrica (forma polar) w() = f(u,u)

La matriz asociada a la forma cuadratica w es la matriz asociada a su forma polar f (forma bilineal simétrica).

Y1 X1
N . X - ...
f(xX,y)=(*1 X2 .. Xu)gFp J’:z w(xX)=(*1 X2 ... Xu)gFp 2 F gsimétrica
yn B xn B

Cambio de base:

B = {uq,u,,...,u,} base de U FBI — Mt B,FBM

B' = {v{,v,,..,v,} basede U

CONGRUENCIA

Consecuencias:

Dos matrices asociadas a una misma forma cuadratica respecto a distintas bases son congruentes

Existe B base de U
Fp es diagonal

Toda matriz simétrica diagonaliza por congruencia <==) Toda forma cuadratica es diagonalizable {

Su forma diagonal permitira clasificar las formas cuadraticas y aquello que estén modelizando.
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