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TEMA llI- Espacios afines.
Capitulo 1. E| espacio afin.

Distancias y angulos

entre variedades afines.
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Definicion de distancia entre dos puntos.

Fijamos un espacio afin euclideo E asociado a un espacio vectorial V dotado de un producto escalar.

Distancia entre dos puntos P,Q € E

Q

PQ
F"/.

d(P,Q) = |[Pq]|

Propiedades: B
1)d(P,Q) = 0.
2)d(P,Q) =0 P =Q
3)d(P,Q) = d(Q,P) A c

4) Desigualdad triangular: d(A4,C) < d(A,B) + d(B, ()

Observacion : El calculo explicito de |la distancia depende del producto escalar.

Eiemplo. Referencia candnica: P = (1,1),Q = (2, 3).

d(P,Q) = |PQ| = ,/ﬁi-_d

1) Con el producto escalar usual.

=J2-13-1)2-13-1) =
=J(2-1)2+ (3 -1)2 =

2) Con un producto escalar NO usual. 1 1)

G = (1 2
d((1,1),(2,3)=11(2,3) - (LDl =Kz-1,3-1)|
=J2-13-1(Jz-13-1=

-Je-1 a-0G G-

.
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Definicion de distancia entre un punto y una variedad.

Fijamos un espacio afin euclideo E asociado a un espacio vectorial V dotado de un producto escalar.

Distancia entre un punto P € E y una subvariedad F c E

Se define la distancia del punto P a F, como la menor distancia que puede ser medida del punto P a otro punto de F
P‘_i

#-ll" ‘

d(P, F) = min{d(P, 0)|Q € F} S0, —

s’ \
fe—

diP,Q)=4.72

Observacidn: La distancia minima se alcanza cuando se mide perpendicularmente a la subvariedad F.

Teorema: d(P,F)=d(P,Q,), Q, proyeccion ortogonal de P sobre F: Q,P L F

Prueba:

— 2 2 :
d(P,Q)* =||PQ| =||PQo + Qo0Q| = Hipotenusa
= [IPQoll” +[@o@]l" = [[Peo]| Q

T2 de Pitagoras

d(P,Q,) < d(P,Q) para cualquier Q € F Cateto
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Definicion de distancia entre dos variedades.

Fijamos un espacio afin euclideo E asociado a un espacio vectorial V dotado de un producto escalar.

Distancia entre un dos subvariedad F,G C E

Se define la distancia del punto F a G, como la menor distancia que puede ser medida de un punto de F a otro punto de G

d(F,G) = min{d(P,Q)|P € F,Q € G}

Observacidn: La distancia minima se alcanza cuando se mide perpendicularmente a las DOS subvariedades F y G.

Teorema: d(F,G) = d(Py,Qyp), Po€EF,Qy€eG talesque: QyPyoLlF, QuyPylG

Prueba:

d(F,G) = d(Py,Qp) =d(F,Qp) = QoPy L F

d(F, G) = d(P0r QO) = d(P0r G) = QOPO 1G
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Distancia entre variedades secantes y parelelas.

Fijamos un espacio afin euclideo E asociado a un espacio vectorial V dotado de un producto escalar.

Subvariedades F, G que se cortan: distancia es NULA.

e
/

Subvariedades F, G paralelas: su distancia se calcula como distancia de punto a variedad d(F, G)=d(P, &)

P P P P_ b

e O o — P P
. _ ' _PP ...
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Distancia de un punto a una recta en el plano R“.
Datos: Punto P y recta 1.
Recta r : Punto A y vector normal, n
Teorema: d(P,r) =d(P,Qo) = ||PQo||
Q, proyeccién ortogonal de P sobrer: Q,P L r NULO
PA =PQu+QuA = PA-1=PQ, 1+QA-17 = —
1
Datos: r = ax+by+c=0, P = (x4,Y0) n =(a,b) (i0JO!. Sila base es ORTONORMAL)
A=(xy,y1) ETr = ax;+by; +¢c=0 = ax;+by; = —c
PA = (x1,¥1) — (X0, Y0)
|ﬁ-ﬁ’| = |(x1,¥1) - (@ b) — (x9,¥0) - (a.b)| = | axy + by; —ax, — byg| = |[-ax, — by, — ¢| = |[axg + by + |
d(P.7) = |PA; | _ Jaxo +byo + | d(p, 1) = 12X tbyo + ¢l i0J0!. Si la base es ORTONORMAL.
Il | (a, b)l ll(a, b)|
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Distancia de un punto a una recta en el plano R“: Ejemplo 1.

Ejemplo 1. Producto escalar usual. Distancia entre el punto P = (0,2) ylarectar =x+y—-1 =0,

Producto escalar usual = Base canodnica ortonormal.

|laxg + by + ¢|
|(a, b)||

d(P,r) =

axg+byy+c 1-0+1-2-—-1 1 V2
d(P,r)=| 0 Yo |=| |=

(e Bl I@DI Jizr12|2

Producto escalar usual
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Distancia de un punto a una recta en el plano R“: Ejemplo 2.

Ejemplo 2. Producto escalar NO usual, G, = (i ;) Distancia entre el punto P = (0,2) ylarectar=x+y—1=0,

Producto escalar NO usual = Base candnica NO ortonormal.

, axo £ bhyg=rc
NO vale la férmula: W g ‘
T8

Idea: Buscamos Q( € r tal que QP 1 r.Lla distancia buscada es ||PQO||

Pasos: 1) De implicitas pasamos a paramétricas.
1.1) El vector director 1 seran los coeficientes del pardmetro 7.

1.2) El punto Q se expresa entonces en funcion de .

2) Imponemos que QyP - 1 = 0y hallamos 7y de ahi Q. La distancia buscada es ||QOP||.

x=1-7 1.1) u=(-1,1) 1.2)Qo=(1—-1,7)

I)r=x+y—-1=0 = x=1-y= {y=r

2)W=(O,2)—(1—t,t)=(—1+t,2—1:)
QP-1i=0= (-1+7,2-7( )11 =0

(-1 +1 2—r)(} ;)(_})=0:>z—r=o
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QuP = (-1+2,2-2)




Distancia de un punto a una recta en el espacio R"°.

Datos: Punto P y recta 7.

Teorema: d(P,7) =d(P,Q) = ||PQ0||
Q, proyeccidn ortogonal de P sobre r: Q,P L r NULO

PA =PQu+Qpd =

P4 x || = ||PQo x ul = ||[PQq|| Il sina)| = IPQol| =

PAX1U=PQyX1U+QyAX1U
|PA x|

[l

d(P,r) =

—

|PA x

—

u

2]
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[ pwe_a e g . e m3
Distancia de un punto a una recta en el espacio R"°.

2 —6=0
Producto escalar usual. Distancia entre el punto P = (1,0,1) ylarectar = {;;ij} _1=0

Producto escalar usual = Base candnica ortonormal. ||P_A) y ﬁ’”
Necesitamos el punto A y el vector director 1 a(P,1) = |||

De implicitas a paramétricas:

x=u=0+1-pu

2x+z—6=0 {z=—2x+6 u=(13-2)
= B = _ y=3u—1=-1+3-pu = T
3x—y—1=0 =3x—-1 — (0 —
{x y y X Z=—2u+6=6-2p A=(0,-1,6)
PARAMETRICAS
Aplicamos la formula:
PA=A-P=(0,-1,6)—(1,0,1) = (-1,-1,5)
_ €1 € €
PAXu=|-1 -1 5| =—-13¢, + 3¢, — 2e; = (—13,3,-2)
1 3 2 P.ESCALAR USUAL
PA x i ~13,3,-2 —13)2+(3)% + (-2)2
acpry - IPAx ] i I I VE132HB2 +(-2)? =
@ W3-l J1Zi3r1 2
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Distancia de un punto a un plano en el espacio R”.

Datos: Punto P y plano . |ﬁ R .
Plano 7t : Punto A y vector normal, 1t d(P,m) = W
Punto P = (¢, Yo Z) i t]
Q

Planor =ax+ by+cz+d=0
n = (a,b,c) i0JOL. Sila base es ORTONORMAL

|axo + by + czy + d|
ll(a, b, o)l

d(P,m) =

\

Lo que haciamos en el plano | Datos: Punto P y rectar.
Recta 7 : Punto A y vector normal, i

Teorema: d(P,1) = d(P,Q,) = ||PQo|

. NULO
Q, proyeccidn ortogonal de P sobrer: QyP L r
n
PA = PQy+ QA _!»_l ﬁ-ﬁ:m-ﬁ-.-m-ﬁ . —
L ~— . .. |PA-7 |PA-7
1 Il 1
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Distancia entre dos rectas que se cruzan en el espacio R”.

Dos rectas en R3se cruzan si NO se cortan NI son paralelas.

Punto 4 _ { Punto B

Datos: r = { ] L VS =
- Vector director u y

Vector director v

d(r,s) = d(Pg, Qo)
talesque: QyP, L 1,

Teorema:

_

QoPy Ls

POET,QOES

‘U XV

AB = AP0+ POQO + Q()B

NULO

AB - (U XD) £ AP, - (i X V) PyQq - (U X V) 4 QB - (U X V)

|AB - (i x V)| = |PyQq - (u X V)| = ||PoQo]| I x Vll|cos(a)l ——
4B, @, 9| = [|PoQol| Il x ¥l ! I x|
Observacion: ¢Y si no hemos comprobado previamente si las rectas se cruzan?

1) Si se cortan. 2) Si son paralelas.

AB, i, son coplanarios Uul|v = |luxv|=0 7\? -
[AB,1i,7]| =0 = d(r,s)=0 LA FORMULA NO APLICA @

LA FORMULA FUNCIONA d(r,s) = d(4,s) ’
f— ..ﬁ ALGEBRA LINEAL Il Grado en Tecnologia en la Ingenieria Civil. UDC.




B S T T T s e T Y YT
Distancia entre dos rectas que se cruzan en el espacio R°. Ejemplo (M.1)

Ejemplo. Product lar . Distancia entre las rect r=xyz)=(0012)+a(20-1)
Ejemplo. Producto escalar usual. Distancia entre las rectas S=(0y.2) = (3.42)+B(0.1,-1)

|[AB, u, 1—7’“ Las formulas usuales de los productos mixto y vectorial sélo son validas en una base ortonormal.
d(r,s) =———— .
(r,s) i x V| Producto escalar usual = Base canonica ortonormal

Podemos usar la formula:
r=(xy2)=(00,12)+a(2,0,-1) = A=(01,2), u
s=(xy2)=342)+p01-1) = B=342), v

(2,0,—-1)
(0,1,-1)

AB=B-A=(3,42)-(0,1,2) =(3,3,0)

. 3 3 0 6, 8, &3
[AB,u,v]| =|l2 0 —1|[=191=9 uxv=|2 0o -1||=1-¢1+2-é;+2-€3=(1,2,2)
0 1 -1 0 1 -1
d(rs)_l[ﬁz’,ﬁ,v]l_ LI 19| s
’ lu xvl 11,2, 2)II‘ J12 + 22 22

P.ESCALAR USUAL
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D 3

istancia entre dos rectas que se cruzan en el espacio R”. Ejemplo (M.2)

Ejemplo. Product lar usual. Distancia entre |as rectas 47 = 0 ¥:2) =(0,1,2) + a(2,0,-1)
Ejemplo. Producto escalar usual. Distancia entre las rectas S=(x,y,2) = (3,42) + B(0,1,-1)

Idea: Hallar los puntos Py € 1, Q € s tales que QgPo L 7, Q¢Py L s.
Por tanto d(r,s) = ||Q0PO||

Pasos: 1) Expresamos P, enf_un)cién di\f Qo en funcion de .
2) Imponemos que QyPy L 1,QyPy L s, es decir,
Q0P - =0 y QoP, - ¥=0
3)d(r, ) = ||QoPy]|
P, = (2a,1,2 — a) u=(2,0-1)
Q=B 4+B2-p) v=(0,1-1)

QOPOZQO_POZ (3,4‘+ﬂ,2_ﬁ)—(2a,1,2_a) = (3—2“,3+ﬁ,—ﬂ+a)

QoP{Ii=0 = 3 -2a,3+p,—P+a):(2,0,-1)=0=>-5a+F+6=0 } \
=

. a=1,=-1
QoP{yY=0 > (B-2a,3+p,—p+a)-(0,1,-1)=0=>—-a+2+3=0
— 1) Método valido para CUALQUIER producto escalar.
d(r,s) = ”POQ"” =1(1,2,2)| 3 \/12 +284+2%=3 2) Ademas de la dFi)stancia se haIIain Q
P.ESCALAR USUAL 0 Y ¥o
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Angulo entre dos variedades.

Fijamos un espacio afin euclideo E asociado a un espacio vectorial V dotado de un producto escalar.

) o u-v
Angulo entre dos vectores: «(u, v) = arcos (W)
ul| ||v

£(r,s) = arccos<

Angulo entre dos rectas

£(r, s) = 2(u, v)

—_ —

u-v
1l 171l

)

Angulo entre dos planos

i

T4
£(1q,3) = £(14, N3)
) R, -7
(1) = arceos | e

)

Angulo entre recta y plano

£(m, 1) =90° — £(n, u)
n-u
Z(m,r) = arcsin<

]| ([l

)

I~
— g
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