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Clasificacion de transformaciones ortogonales en el espacio.

Teorema fundamental: Toda transformacién ortogonal en R3 es:

un giro compuesto con una simetria respecto

un giro al plano perpendicular al eje de giro

angulo a
angulo

O-

DIRECTA

a = 0° a = 180° a=0° a = 180°

w

tw)

Giro de angulo 0 = Identidad Simetria respecto a una recta. Simetria respecto a un plano. Simetria respecto al origen.
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Clasificacion de transformaciones ortogonales en el espacio: demostracion (l).

TRES autovalores REALES: ; = +1,4; = +1,43 = +1 Base ORTONORMAL de autovectores: B = {1, U,, U3}
CASO 1. Ay, Ay, Az = +1 CASO 2. Ay, A, = +1, A3 = —1
(i) = Ty, 60y) = T 0Cs) =5 4 {(iiy) = Ty, 6(1y) = T, €(2) =~ |
(1 0 0) <1 0 0)
Ts=(0 1 0 T:=(0 1 o0
0 0 1 ot 0 0 -1 A

uy=t(uy) . ,
Simetria respecto plano

.
Identidad = GIRO 0° GIRO 0° compuesto con SIMETRIA v

CASO 3. ),1,: +1, 12,3.3 = -1 CASO 4. ).1,12, ),3 = -1
LI L1
t(uy) = Uy, t(Uy) = —p, t(uz) = —U3 t(uy) = —uq, t(Uy) = —Uy, t(U3) = —U3
1 0 0 t(u,) —1 0 0 t{u,)
Tg = (O -1 0) "'--2- Tg = 0 -1 0 "'-:2-
0 0 -1 : U, 0 0 -1 : U,
SIMETRIA respecto RECTA . -ld = Simetria origen Uy * t(u,)
GIRO 180° Y GIRO 180° compuesto con SIMETRIA Y
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Clasificacion de transformaciones ortogonales en el espacio: demaostracion (ll).

UN autovalor REAL: 4; = +1 y dos COMPLEJOS

CASO5. 1, = +1

1 0 0
Tz =0 |cosa —-sina

0 sina Ccos a/

GIRO de angulo

ua=t{u3}

Base ORTONORMAL B = {u4,u,, U3} u, autovector

CASO 6.1, = —1

-1 0 0
Ty = 0 |[cosa —sina
0 [sina CoS «

GIRO de angulo
compuesto con
SIMETRIA respecto PLANO

o
u,=t(u,) U, 41 " t(uy)
GIRO 0° GIRO 180° Simetria respecto plano -ld = Simetria origen
Identidad SIMETRIA respecto RECTA GIRO 0° comp. SIMETRIA GIRO 180° comp. SIMETRIA
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Método rapido de clasificacion de transformaciones ortogonales en R>.

Dato: T Usamos que: T, = M pTgM;} det(Tg) = det(T;) traza(Tg) = traza(T;)
GIRO de angulo a =0° GIRO compuesto con Simetria a =0°
1 0 0 cosa=1 -1 0 0 cosa=1
Ts =0 cosa -—-sina traza = 3 Tz = 0 cosa —sina traza =1
0 sina cosa 2 — 180° 0 sina cosa/ | | _ 1500
det =1 cosa =—1 det = -1 cosa = —1
traza =1+ 2cos a traza=—1 traza = -1+ 2cos a traza= — 3
DIRECTA GIRO de dngulo a Casos Particulares SIGNO del angulo

signo(a) = signo(|[M¢p|)
D= {u,, u,, usz}

U, semieje

— —

U, (no paralelo a u4)

det(T,)=+1 &~ tarccos((traza(T, —1))/2) traza=3 GIRO 0°

Semieje: L{1i,}, U, autovector asociadoa+l | traza = —1 GIRO 180°

INVERSA GIRO de dngulo & compuesto con Casos Particulares . = T i,
Simetria respecto al plano ortogonal al eje traza = 1 (GIRO0°) 3 ¢
. ’ Us
det(T;) = -1 &= tarccos((traza(T. + 1))/2) Simetria respecto plano
— — . Usy
Semieje: L{u4}, u; autovector asociado a -1 traza = —3 (GIRO 180°) U,
Plano de simétria {u}* Simetria respecto origen
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Ejemplo 1. En R3 en las condiciones usuales, se considera el endomorfismo t de matriz asociada en la base candnica:

0 -1/V2 1/32
Te=| 1/vV/2 1/2  1/2
-1/4/2  1/2 1/2

Probar que es una transformacion ortogonal. Clasificarla y describirla geométricamente.

1. C es ortonormal, porque el producto escalar es el usual = | tesortogonal © T.T. = Id
2. Determinante de T': 1, GIRO 6 -1 GIRO compuesto con SIMETRIA  det(T¢) = +1 = | GIRO
3. Calculamos el angulo a :
tr(T¢)-1 1-1
a = +arcos (%) = arcos (T) = arcos(0) = +90°
4. Calculamos el semieje de giro generado por el autovector 1 asociado al 1.
(o 1 1 _
70 X — ey sr=0 Se trata de un GIRO de
(T¢ — Id) (y) = (o) s %x —%y+%z=0 N {y x jf o L[H1=011 +902 y semieje generado
z 0 1,1 1 0T
| ’ |t e por el vector (0,1,1).
5. Signo del angulo: D= {uiy, Uy, Uz}
i) Semieje: u; = (0,1,1) 0 1 0
i) Vector cualquiera independiente de 1i4: det(M.p) =det({1 0 1/V2 | >0 = SIGNO +
iii) Us= T Uy = (0,1/v/2, —1//2)¢ 1 0 -1//2

.
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Ejemplo 2. En R3 en las condiciones usuales, se considera el endomorfismo t de matriz asociada en la base candnica:

1/3 2/3 2/3
T.=(2/3 1/3 -2/3
2/3 -2/3 1/3

Probar que es una transformacion ortogonal. Clasificarla y describirla geométricamente.

1. C es ortonormal, porque el producto escalar es el usual = | tes ortogonal © T.T. = Id

2. Determinante de T': 1, GIRO 6 -1 GIRO compuesto con SIMETRIA ~ det(T¢) = —1 = | GIRO compuesto con SIMETRIA

3. Calculamos el angulo « :

a = tarcos (—tr(TZC)H)

Como el angulo es nulo. NO HAY GIRO. Es simplemente una SIMETRIA respecto a un PLANO.

4. Calculamos el plano de simetria como los autovectores asociados al 1.

f
¥ 0 —%x + %y+%z=0

(Tc—ld)<)’>=<0) o (F-hdee e [xoy-z=0
/o

Se trata de una SIMETRIA respecto al PLANO de ecuacién implicitax —y —z = 0
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