Algebra Lineal Il

TEMA I- Aplicaciones bilineales.
Capitulo 1. Formas bilineales y formas cuadraticas.

Clasificacion de formas cuadraticas.
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Nucleo y rango de una forma cuadratica.

Definicion: Sea una forma cuadratica w: U — R asociada a una forma bilineal simétrica f: U X U — R.
Se llama nucleo de w a: ker(w) = conj(U)

Propiedades:

1)ker(w)es un subespacio vectorial de U.

2) Matricialmente.

ker(w) = conj(U) ={v € U|f(u, V) = 0 paratodoui € U} = {(v)p € U|(u) = 0 para todo (u)p}
ker(w) = {(v)p € U|Fp(v)p = 0} =0

3) dim(ker(w)) = dim(U) — rango(FB)? dim(U) — rango(w)

Definicidn: Dada una forma cuadratica w: U — R se llama rango(w) = rango(Fp)

No depende de |a base, porque matrices asociadas en distintas bases son congruentes y la congruencia conserva el rango.

Clasificacion por rango:

rango(w) = dim(U) & NO DEGENERADA

rango(w) < dim(U) & DEGENERADA
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Formas cuadraticas degeneradas y no degeneradas.

Definicion: Sea una forma cuadratica w: U — R asociada a una forma bilineal simétrica f: U X U — R.
Se llama nucleo de w a: ker(w) = conj(U)

/N

NO DEGENERADA

DEGENERADA

1 0 0\/x x2—y2=0 1 0 0\/x

x> -y*-1=0 & (x y 1)(0 -1 0)()’):0 _ _ & (xy 1D(o -1 o{y|=0
o o0 -1/\1 (x=y)(x+y)=0 o o0 o/\1

\ Rango 3 Rango 2

Definicidn: Dada una forn!a cuadratica w: U — R se llama rango(w) = rango(Fpg)

No depende de la base, Jorque matrices asociadas en distintas bases son congruentes y la congruencia conserva el rango.

Clasificacion por rango:

rango(w) = dim(U) & NO DEGENERADA

rango(w) < dim(U) & DEGENERADA
Pl
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Diagonalizacion de formas cuadraticas (l).

Definicidn: Una forma cuadratica w: U — R es diagonalizable si existe una base B tal que Fg es diagonal.

1) Las formas cuadraticas cambian
de base por congruencia.

o
Fp,=Mpp FpMpp = | Toda forma cuadratica es diagonalizable.

2) Toda matriz simétrica es diagonalizable por congruencia.

Interpretaciones:
p d, 0 - 0
Si Fp= 0 d:z _ es diagonal:
0 0 - d,
1) X1
X
w(x) =1 X2 .. Xp)gFp :2 = dx5 +dyx5 + -+ d,x% Se expresa como “suma de cuadrados”
Xn/ g
2) B = (U, 13,.., U5}

Fpesdiagonal & (Fp);j=0sii#j & f(ﬁ’,-,ﬁ’j) =0sii#j o u; yﬁj son conjugados si i # j

B se llama una base de vectores conjugados si cada pareja de vectores de ella son conjugados entre si.

B es una base de vectores conjugados & Fp es diagonal
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Diagonalizacion de formas cuadraticas (ll).

Eiemplo: Dada la forma cuadratica w: R® — R definida como w(x,y,z) = x* + 2xy + 3z* + 2xz + 2yz hallar una base
de vectores conjugados.

B es una base de vectores conjugados & F g es diagonal
Usaremos que:

Las formas cuadraticas cambian de base por congruencia.

} Diagonalizaremos F - por congruencia

Xy z
1 1 1\* 11 T\Hy(-1) Hy(-1) (1 00
Fc=11 0 1]y Fc=11 0 1 10 -1 0|=Fpg
Para hallar B tenemos en cuenta que: Fp = MtCBF Matriz de paso de la congruencia por columna.

Hacemos sobre la identidad las mismas operaciones columna hechas en la congruencia.

100 p21(—1) p31(-1) /1 -1} -1 Base de vectores conjugados
010 1ol | 1|]| ol =Mp
0 0 1 0 0 1 B =1{1,00),(-1,1,0),(—1,0,1)}
f
En la base B: \_/

1 0 0\ /x “suma de cuadrados”

wx,y,2)=x y Z)[0 -1 0|y |=x?-y”+2z?
0 0 2 7'
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Signatura de una forma cuadratica (l).

Toda forma cuadratica w: U — R es diagonalizable & 3B tal que Fg es diagonal. +\<
dl 0 ces O S d. I. . ) > q
Fo—| 0 d, - 0 e diagonaliza por congruencia. - _,\_\
B O O d Puede conseguirse que en la diagonal solo aparezcan +1,0 6 -1 0
e dy, -

~ p numero de signos + en la forma diagonal Fg

Definicidn: Signatura de una forma cuadratica w = sign(w) = (p,q)

 q numero de signos - en la forma diagonal Fg

Ejemplos: Formas cuadraticas: w: R*> - R

X Yy .
_ (0 1\X 0 1\Hi:() /1 1\ H2(1) (2 1 H21( 1/2) sign
o ((x,y))=2xy Fo = (1 O)y (1 O) (1 0) (1 0 ,,21( 1/2) @ (1, 1)
X :
5 5 F - 1 %’ X (1 2) H34(=2) 0) Sign
w ((x, ) ) =x“+4xy + 4y c — (2 4))' 2 4 I~¢21(—’2) 0 0 (1,0)
X
w((xy))=x>+2xy+5y> F. = (1 }1,)" ( H21( 1) @ sign
¢ 1 5/y ﬂ21( 1) (2,0)
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Signatura de una forma cuadratica ().

Toda forma cuadratica w: U — R es diagonalizable & 3B tal que Fg es diagonal. Jr\(
d 0 - 0 Se di i . o+ q
0 dy ~ 0 e diagonaliza por congruencia. Fp = _\\
Fg=| . ° . . , _ e e -
(‘) 0 . d Puede conseguirse que en la diagonal solo aparezcan +1,0 0 -1 0
eee n ———————————— '.. 0

o - . - p numero de sjgiios + en la forma diagonal Fp
Definicién: Signatura de una forma cuadratica w = sign(w) = (p,q) , . .
- q numero-de signos - en la forma diagonal Fg

Interpretacion:

B - {U1, nen ) up’ up+1, seny up+q’ up+q+1’ eny un}

X1
wX)=(X1 X2 .. Xp)Fp xz = X1+ Xy~ Xpr1 — Xy
xn
U, = L{uy, .., u,} XeU, > X¥=(xq,..,x,0,..,00,..,0) Sw@) =xf+ - +x5>0 POSITIVO
U_ = L{tyiq, . Upyg} | Z€U_ = X=(0,..,0,%01,..,%.4,0,..,0) = @@ =-x2,; ——x%,, <0 NEGATIVO
Uy =L{Uyiqi1 g} | X€Uy = X=(0,..,0,0,..,0,Xp 441, Xn) = w(®) =0 NULO

La signatura de una forma cuadratica da informacidn sobre el signo de la imagen de los vectores.
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Clasificacion de formas cuadraticas (l).

Base B ={uy,.., U, Uyiq, ..., Upig, Upiqsds - Un} Fg es diagonal.

U, = L{uy, ..., u,} XeEU, 20X =xi+ -+ x% > 0 POSITIVO +\+<

U= L{tyi1, - Upig} | XEU_ = w(X) = x5, — - — X54q < 0 NEGATIVO Fo = Y :

Up = L{Upiqrd, - Un} | XEUy = (@) =0 NULO "o

Sea U un espacio vectorial con dim(U) = n, w: U = R una forma cuadratica y B una base tal que Fg es diagonal.

w es DEFINIDA POSITIVA < sign(w) = (n,0) e wM®) >0, VXx+0
w es DEFINIDA NEGATIVA &  sign(w) = (0,n) s w) <0, VX + 0

x) >0, VX = 0
w es SEMIDEFINIDA POSITIVA <  sign(w) = (p, 0), p<n o {w(x)_ X +

w(y) =0, paraalgin y # 0

. w(x) <0, vx + 0
w es SEMIDEFINIDA NEGATIVA & 51gn(w) = (0, q), q<n

w(y) =0, paraalgin y =+ 0

w(x) >0, vparaalgin x = 0

] == > — —
w es INDEFINIDA & sign(w) = (p,q), ep=1 < {w(y)<0, paraalgin Y = 0
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Clasificacion de formas cuadraticas (ll).

w es DEFINIDA POSITIVA < sign(w) = (n,0) e wXxX)>0, Vx+0

 es DEFINIDA NEGATIVA &  sign(w) = (0,n) & wk) <o, VX #0
w(x) =0, VX =0
w(y) =0, paraalgin y # 0

w es SEMIDEFINIDA POSITIVA <  sign(w) = (p,0), p<n &

_ w(x) <0, VX =0
w es SEMIDEFINIDA NEGATIVA <& sign(w) = (0,q), q<n & w(¥) =0, paraalgin y = 0

w(x) >0, vparaalgin x % 0
w(y) <0, vparaalgin y = 0

w es INDEFINIDA &  sign(w) = (p,q), qup=1 & {

Ejemplos: Formas cuadraticas: w: R*> - R

INDEFINIDA
3 (0 1\Hp;D) (1 1\ up() H21( 1/2) sign w(1,1)=2>0
o((xy)=2xy F. = (1 0) (1 0) (1 0/ pu(-1/2) @ @ (1,1) { w(l,-1)=-2<0

w(1,0)=1>0

w(2,-1)=0

1 2\ H21(=2) 0 sign
©((6y)) = +4xy+4y?  Fo = (z 4) o= o 0) (1,0)  SEMIDEFINIDA POSITIVA

w((x,y)) = x% + 2xy + 5y? — H“( L @ sign _
() F, ( ”21( A (2,0)  DEFINIDAPOSITIVA | w(2,—1)=5>0

>.-< ALGEBRA LINEAL I Grado en Tecnologia en la Ingenieria Civil. UDC.




Ley de Inercia de Sylvester.

Toda forma cuadratica w: U — R es diagonalizable & 3B tal que Fg es diagonal

. 2
di 0 - 0 +1\\

+1
: . : q
e _|o d, -~ 0 Se diagonaliza por congruencia. Se escoge una base : -1 N
g S Puede conseguirse que en la diagonal solo aparezcan +1,0 6 -1 0
0 0 - d, "0
Defi Sienatura d ¢ driti (@) = ~ p numero de signos + en la forma diagonal Fg
efiniciéon: Signatura de una forma cuadratica w = sign(w) = (p,q) g nimero de signos - en la forma diagonal F
I Ley de Inercia de Sylvester: La signatura de una forma cuadratica NO depende de la base.
|dea de la prueba:
U, = L{uy, .., u,} XeU, > X¥=(xy,..,x,0,..,00,..,0) Sw@) =xf+-+x5>0 POSITIVO
U_ = L{tyiq, o Uprgt | FEU_ = X=(0,..,0,2%p41, .., %14,0,..,0) > 0@ = —x%,; — - —x%,, <0 NEGATIVO
Uy = L{Uprqr1, - Uy} | Z€Uy = X=(0,..,0,0,..,0, X541, ---,xn) = w®@) =0 NULO

p numero de signos + = Dimensidn del subespacio mds grande posible donde w toma valores positivos

g numero de signos - = Dimensidn del subespacio mas grande posible donde w toma valores negativos
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Criterio de Sylvester.
a=1ﬁ=;;=: =a:3T __ PN a1 Q12 Qg3
in' ay ' ays) Fy=(a11), F,= (Z;i Z;;), Fs = <a21 as; a23>
Dada una matriz simétrica F = | @31 @32 s llamamos az; azz ass
a: ) a: , a: 5 y asi sucesivamente hasta F,, = F
F es DEFINIDA POSITIVA & det(Fy) >0, det(F,) >0, det(F;)>0 ,.., det(F,) >0
det(F{) <0, det(F,)>0, det(F;)<0 ,.., (—1)"det(F,) >0
F es DEFINIDA NEGATIVA &
Cambian alternativamente de signo empezando en NEGATIVO.
Ejemplos: Formas cuadraticas: w: R> - R
0 1\Hi(1) (1 1\ pe@) (2 1\ Ha(-1/2) 2 0 sign
, =2 — et VASENY — —_— INDEFINIDA
o(@n)=2y Fo=(7 o) (1 o) (1 o) H21(—1/2) (0 —1/2) (1,1)

0 1 0 1 -
F, = (1 0) F, = (0) F, = (1 0) ICnterlo desylvester. NO es DEFINIDA POSITIVA
NO es DEFINIDA NEGATIVA
det(F;) =0 det(F;) =-1<0

ésemidefinida positiva o negativa?

NO DECIDE { éindefinida?
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Criterio de Sylvester.
aj;; Qg2 a13 ... Qqu a;; aiz a3
az;1 QA2 QAzz .. QAn F1 = (all), FZ = (Z:i Z;i), F3 = <a21 az; a23>
Dada una matriz simétrica F=| @1 @3 @33 - a3 | [lamamos az; Qasz asz
a: ) a: , a: 5 a: y asi sucesivamente hasta F,, = F
F es DEFINIDA POSITIVA & det(Fy) >0, det(F,) >0, det(F;)>0 ,.., det(F,) >0
det(F{) <0, det(F,)>0, det(F;)<0 ,.., (—1)"det(F,) >0
F es DEFINIDA NEGATIVA &
Cambian alternativamente de signo empezando en NEGATIVO.

Ejemplos: Formas cuadraticas: w: R> > R

) sign
F, = (1 2) 71 (=2) (1 0) (1.0)  SEMIDEFINIDA POSITIVA

w ((x, y) ) = x% + 4xy + 4y* 2 4) 121(-2) \O 0

1 2 1 2 -
F, = (2 4) F, = (1) F, = (2 4) ICrlterlodeSylvester. NO es DEFINIDA POSITIVA

NO es DEFINIDA NEGATIVA

ésemidefinida positiva o negativa?

det(F;) =1>0 det(F) =0
NO DECIDE { éindefinida?
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Criterio de Sylvester.
aj;; Qg2 a13 ... Qqu a;; aiz a3
az;1 QA2 QAzz .. QAn F1 = (all), FZ = (Z:i Z;i), F3 = <a21 az; a23>
Dada una matriz simétrica F=| @1 @3 @33 - a3 | [lamamos az; Qasz asz
: : : ) : y asi sucesivamente hasta F,, = F
Ap1 Qp2 QAp3 ... Qpy
F es DEFINIDA POSITIVA & det(Fy) >0, det(F,) >0, det(F;)>0 ,.., det(F,) >0
det(F{) <0, det(F,)>0, det(F;)<0 ,.., (—1)"det(F,) >0
F es DEFINIDA NEGATIVA &
Cambian alternativamente de signo empezando en NEGATIVO.

Ejemplos: Formas cuadraticas: w: R> > R

w((xy))=x*+2xy+5y> F, = (1 1) Hz (-1 (1 0) sign

1 5 wi-D\g 4 2,0) DEFINIDA POSITIVA
1 1 1 1 S
F. = (1 5) F, = (1) F, = (1 5) Criterio de Sylvester.

| > S| es DEFINIDA POSITIVA

det(F)=1>0 det(F;) =4 >0
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Como calcular los vectores autoconjugados.

w es DEFINIDA POSITIVA &  sign(w) = (n,0) e w@)>0, Vi+0 0
w es DEFINIDA NEGATIVA &  sign(w) = (0,n) & wXx)<0, VvVx*0 . 0
i _ w(X) =0, VX += 0 B~ 0
w es SEMIDEFINIDA POSITIVA & sign(w) = (p,0), p<n & { w(y) = 0, paraalgin 3 % 0 -
) w(X) <0, VX + 0 _
w es SEMIDEFINIDA NEGATIVA < sign(w) = (0, q), q<n o ) _ e w(®) = xf — x5
w(y) =0, paraalgin y# 0 2 >
@ > 0, paraalgin % % 0 x1—x3 =05 (x1 —x)(x1 +x2) =0
- = p=>1 WX ’ x .
@ es INDEFINIDA e sign@=Fa, epzl o {w(}’) <0, paraalgin ¥ # 0 X1—x2=0] 0 | x;+x,=0
Forma cuadrética w: U —» R 1 es AUTOCONJUGADO respecto de w, si f(u, 1) = 0 © w(u) = 0.
. Ejemplo: w:-R2 > R w ((x,y)) = x% + 2xy + 5y~ i
autoconj(w) = {u € Ulw(w) = 0} | | qutoconj(w) = {(x,y) € R?|x* + 2xy + 5y% = 0} i

Ecuacion de segundo grado en varias variables.

w es DEFINIDA POSITIVA 6 NEGATIVA < autoconj(w) = {0}

w es SEMIDEFINIDA POSITIVA 6 NEGATIVA < autoconj(w) = ker(w) = {(u)c|Fc(u)¢c = (0)}

rango(w) = 2 © Se descompone en dos hiperplanos
rango(w) > 2 & No se puede simplificar mas algebraicamente

w es INDEFINIDA < {

<
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