Algebra Lineal Il

TEMA IV- Cdnicas y cuadricas.
Capitulo 1. Conicas.

Clasificacion de conicas.

Ecuacion reducida.

Luis Fuentes Garcia (2022).
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Idea para clasificar conicas.
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Ecuacion en la referencia inicial:

a11x2 + 2a12xy + azzyz + 2a13x + 2a23y + a3z = 0

a1 aq2 Qais
A=|a12 az; a3

ai3 dz3 AQss

CAMBIO DE
REFERENCIA

~"
A

( Ecuacion en la nueva referencia:
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Giro o eliminacion del término cruzado.

Cdnica en la referencia inicial: x> 4[ 2a4,xy } ay5y% + 2a13% + 20,3y + az; =0

“Eliminar el término cruzado”
X X
(x y)T (y) + 2(“13 a23) (y) + a3z = 0

T2 Fundamental: Autovectores de T ortonormales Autovaloies de T

\ x
T es simétrica < 3P con|P_1 = PY|| P'TP =P~'TP =D = (01 A
2

\

x 4
Cambio de referencia: ( ) =P (x’> Conserva distancias

) diagonal

Importante para NO
deformar la conica

! !

(x' y)P'TP (;,) + 2(a13 az3)P (;,) +as; =0

, , Al 0 x’ x’ _
x" y) ( 0 /12> (y') + 2(ai3 az3)P (y') +a33=0

Cénica en nueva referencia: A1x'% + 2,9'% + 2b13x" + 2by3y + azz = 0

grado 2
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Traslacion o eliminacion de la parte lineal.

Cambio de referencia:

Conserva distancias

-

)le’z + )Lzylz + 2b13x’ + 2b23y’ + aszz = 0

Completar cuadrados:

(x + a)? = x* + 2ax + a?

Alxlz + 2b13x' = Al (.x,z +
A2Y'% + 2by3y' = Ay (3"2 +

A(-(3)

Cambio de referencia:

b+/1
PG

6)= G~ waeran)

2 2 2 2
2b13x'+<@> _<E> 3 x'—<@> _bi;
Al ),1 }.1 1 Al Al

2 2 2
sy (L) - (22) ) - (22)) -
22 22 A 2 22 A

(- (te) -

(traslacidn)

Alx"z + Azynz +d=0

ALGEBRA LINEAL Il

Grado en Tecnologia en la Ingenieria Civil. UDC.




Clasificacion de conicas.

A4, A, autovalores de T (suponemos al menos un positivo 4; > 0; sino cambiariamos de signo toda la ecuacién)
Alxllz _I_ Azyllz _|_ d — O )'2 > O (XII_\/__lyII)(xlI _I_\/__lyll) -0

d<0 E:x"?+y"?-1=0 d=0 E:x"*+y"% =0 d>0 E:x"*+y"2+1=0

@

ELIPSE PUNTO = SECANTES IMAGINARIAS CONJUNTO VACIO =ELIPSE IMAGINARIA
Mx"*+ 2" +d=0| 1, <0 &'y +y") =0

d<0 gj:x"? 2_1=0 d=0 E:x'"*—y"% =0 d>0 E:x"?*—-y"%+1=0
HIPERBOLA > < RECTAS SECANTES HIPERBOLA N\

Observacion: Sid, = 0 | A;x'% + A,y'% + 2by3x" + 2by3y' + az3 = 0 | No se pueden completar cuadrados en y’

Ax'"?* +2by" =0

Alxlz + 2b13x, + szgy’ + az3 = 0 Hay dos posibilidades

Alx"z +d=0
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Clasificacion de conicas.

A4, A, autovalores de T (suponemos al menos un positivo 4; > 0; sino cambiariamos de signo toda la ecuacién)
Alxllz _I_ Azyllz _|_ d — O )'2 > O (XII_\/__lyII)(xlI _I_\/__lyll) -0
d<0 E:x"?+y"?-1=0 d=0 E:x"*+y"% =0 d>0 E:x"*+y"2+1=0
@

ELIPSE PUNTO = SECANTES IMAGINARIAS CONJUNTO VACIO =ELIPSE IMAGINARIA
Mx"* 4+ 2,y +d=0] 1, <0 x"—y)x"+y") =0
d<0 Ej "2 2_1=0 d=0 E:x'"*—y"% =0 d>0 E:x"?*—-y"%+1=0
HIPERBOLA > < RECTAS SECANTES HIPERBOLA 7\

f //2 + Zby// . Alxuz +d=0

E:x"*—y"=0 |lld<0 E:x"?2-1=0 d=0 E:x'"*=0 d>0 E:x">+1=0
/12 — O< \/
\ PARABOLA RECTAS PARALELAS RECTA DOBLE PARALELAS IMAGINARIAS
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Cambio de referencia de una conica.

Ecuacion de la cénica en la referencia inicial: Férmula de cambio de referencia:
X ai; Aiz2 Qs X T x" X Mg r x::
(x y DA <y> =0 A= <a12 az2 az3> (y) = (s) + Mcp (y”) = (J’ = SIVY
\1 // 1 13 dz3 dss NUEVO  CAMBIO 1\ 0 xO }/ 1
DE BASE
XtAX =0 ORIGEN AS ¥ — QX”
Aplicamos del cambio de referencia:
A" = QtAQ
XIAX=0 & X'Q'A0X" =0 © X"'A"X" =0 { . iCONGRUENTES!
T” - MCB TMCB

Teorema: Las matrices asociadas a una misma conica respecto a diferentes referencias son congruentes.
Las matrices de términos cuadraticos de una misma conica respecto a diferentes referencias son congruentes.

Consecuencias:

A, A" matrices asociadas
T, T matrices de términos cuadraticos

Si el cambio de referencia conserva las distancias:

det(A") = det(QY)det(A)det(Q) = det(A)det(Q)* = det(A)
det(T"") = det(Mp")det(T)det(Mp) = det(T)det(M:p)* = det(T)

signo(det(4)) = signo(det(4"))

signo(det(T)) = signo(det(T""))

Mg t.ortogonal = det(M:p) =+1 = det(Q) =1

det(4) = det(4")
det(T) = det(T")

.
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Clasificacion de cdnicas (ll).

A1, A, autovaloresde T (41 > 0) A, 0 0 1 o
A (0 2 o) det(A) =21,-4, -d T:(ol ,1) det(T) = A1 - A,
/11x"2 + Azy”z +d=0| 4, >0 0 0 d 2
d<0 E:x"?+y""-1=0 d=0 E:x"*+y"* =0 d>0 E:x"*+y"*+1=0
IT| >0 IT| >0 IT| >0
4] <0 ® 1A =0 4] > 0
ELIPSE PUNTO = SECANTES IMAGINARIAS CONJUNTO VACiO =ELIPSE IMAGINARIA
Ax'"? + 2 y”2+d=0 A, <0
d<0 Fgjx'"? 2_1=0 d=0 E:x"*—y"% =0 d>0 E:x"*—y"* +1=0
|IT| <O IT| <O N IT| <O
> <|A|>o >< 4] =0 4l <0
HIPERBOLA RECTAS SECANTES HIPERBOLA N
(22 + 2by"" = Mx"?%2+d=0 LOS SIGNOS NO DECIDEN
Eix"*—y"=0 |[Jld<0 E:x"2-1=0 ||d=0 FE:x"2=0 d>0 E:x"?*+1=0
2=0{|/41 0 O\|T|=0 |TI=0 IT| =0 IT| =0
0 0 b |A] =0 |A] =0 |A] =0
o b o/ lAl<O rg(A) = 2 rg(4) = 1 rg(A) = 2
x PARABOLA RECTAS PARALELAS RECTA DOBLE PARALELAS IMAGINARIAS
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Clasificacion de conicas (ll).

A matriz asociada Suponemos algun elemento de la diagonal de T positivo. (*)éReales o ?
T matriz de términos cuadraticos En caso contrario cambiariamos de signo toda la ecuacion.

Cortamos con una recta

NO DEGENERADAS DEGENERADAS NO DEGENERADAS cualquiera.

Al <O |A| =0 |A] > 0

TIPO Reales
ELIPITICO
. \+\¥\

|IT| >0

ELIPSE PUNTO=SECANTES IMAGINARIAS| ELIPSE IMAGINARIA
TIPO RECTAS PARALELAS DOS puntos de corte

PARABOLICO rg(A) = 2 { RECTAS PARALELAS
(*) IVIAGINARIAS
IT| =0

PARABOLA rg(A) =1 RECTA DOBLE

HIPERBOLICO T
el ) O > )«

NO CORTA

HIPERBOLA RECTAS SECANTES HIPERBOLA
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Forma rapida de calculo de ecuacion reducida
A matriz asociada ' |

T matriz de términos cuadraticos

‘ § Si el cambio de referencia
i conserva las distancias:

Cambio de ' det(4) = det(A")
< : et = det
Suponemos algun elemento de la diagonal de T positivo. i it S referencia “ ““““““““ .,
En caso contrario cambiariamos de signo toda la ecuacién. | | .- ‘ . det(T) = det(T )

= !
ELIPSE 6 HIPERBOLA:
Ecuacién reducida: | 1,x"? + 2,7 +d =0 Ecuacién de cambio de referencia:
A1, A oresdeT | = SetA) X\ _ (7 x"
, A, autovalores de = —
3 0 o L2 dEt(T) (y) (S) + MCvB\<y”)
1 /
A= (0 A, 0) det(4) =1, -1, -d = det(T) - d CENTRO Autovectores de T
0 0 d normalizados
PARABOLA: Ecuacion de cambio de referencia:
Ecuacion reducida: | 1,x"'* —2by"’ =0 X - X"
— +M < II)
A4 autovalornonulode T (}’) (S) C,ﬁ
Ay 0 O VERTICE Autovectores de T
A= <0 0 b) det(4) = —1, - b? b = —\ normalizados
O b O

=~ | ALGEBRA LINEAL Il
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Detalles sobre el orden y eleccion de los autovalores y autovectores.
ELIPSE 6 HIPERBOLA: ELIPSE
.. . A, 4, >0
Ecuacionreducida: | 1, x"2 + 1,72 +d = 0
det(4
Ay, A, autovaloresde T = (A) | [ 24 <2
det(T)
Ecuacion de cambio de referencia: NO
HIPERBOLA:
X\ _ (T x" A1, A, signos opuestos
(y) - (s) + Mc,i(y”)
/ signo(A,) = det(A4)
CENTRO Autovectoresde T
normalizados
PARABOLA: (n, m) autovectorde T
Ecuacién reducida: | 1,x"'>—.2by" =0 3sociado al CERO .
—det(4) aj; Az Q43
= [— 7 Sl
Aq autovalornonulodeT b )»1 A= (_au _ay, . a23> 7777777777777777777777777777777777777777
Ecuacidon de cambio de referencia: ai3 Qp3 a3z
() =)+ e () a7 1
y) \s F Ay (@13 az3) (m) <0
VERTICE Autovectores de T normalizados N

.
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