Algebra Lineal II Soluciones al Examen Final

Ejercicio tnico (3 horas) 14 de Mayo de 2024

1.— De una forma cuadrdtica w : R* — R se sabe que:
a) B={(1,0,1),(1,1,0),(0,0,1)} es una base de vectores conjugados.
b) Es degenerada.
¢) w(1,0,1) = —w(0,0,1) = 4.
(i) Hallar la matriz asociada a w respecto de la base candnica.

Dado que B es una base de vectores conjugados sabemos que la matriz asociada Fp en esa base es

diagonal:
a 0 0
Fg=10 b 0
0 0 c
Calcularemos esta matriz y luego la cambiamos a la base canfionica.
Para usar que w(1,0,1) = —w(0,0,1) = 4 expresamos los vectores dados en la base B. Tenemos que:
1 1 0 1 -1 0
Mecp=[0 1 0], Mpc=Mzp=| 0 1 0
1 0 1 -1 1 1
Entonces:
1 1 0 0
Mpc | O = 0 s Mpc| O = 0
1) e 0/ p 1) e L) g
y
1
w(1,0,1) =4 = w((1,0,0)5)=4 = (1 0 0)Fz|0]|=4 = a=4
0
1
w(0,0,1) =—4 = w((0,0,1)5)=4 = (1 0 0)Fg|0]=-4 = c=-4.
0

Finalmente como es degenerada rango(Fg) < 3 y asi b = 0. Por tanto:

4 0 0
Fp=|10 0 O
0 0 —4
Finalmente la pasamos a la base candnica:
0o 0 4
Fo=ML FgMpc={0 0 —4
4 —4 —4

(ii) Indicar el rango y la signatura de w.

Se tiene que rango(w) = rango(Fg) = 2 y sign(w) = (1,1) porque en la forma diagonalizada Fp
aparece un signo positivo y otro negativo en la diagonal.



(iii) Hallar los vectores autoconjugados. Dar el resultado en la base candnica. Si es posible, descomponer el
conjunto de vectores autoconjugados como union de dos planos.

Dado que es indefinida y de rango 2 sabemos que los autoconjugados pueden descomponerse como
unién de dos planos. Para facilitar esa descomposicién trabajamos en la base B:

:L_/
autoconj(w) = {(z', vy, 2" ) glw((2',y', 2 )g) =0} = < (2, ¢/, 2 )| (&' v Z)Fp |y | =0, =
Z/

{(=',y,2")plda" — 42" = 0} = {(2',y/, 2') 5| (22" — 2¢/) (22" + 22')
{(« 9,2 )pla’ — 2 =0 U{(a,y,z)gla' +7 =0} =
£{(1,0,1)5,(0,1,0)g} U £{(1,0,—1)5,(0,1,0)5}.

0} =

Pasamos los generadores a la base canénica:

1 1 0 1 1 1
Mecp | O =10 , Mcp | 1 =11 , Mcp 0 =10
1 B 2 c 0 B 0 c -1 B 0 C

Por tanto:
autoconj(w) = £{(1,0,2),(1,1,0)} U £{(1,0,0),(1,1,0)}.

(iv) Si f es la forma bilineal asociada a w hallar f((1,0,2),(0,2,3)).

La matriz asociada a la forma bilineal asociada a w es la misma que la matriz asociada a w. Por tanto:

0 0 0 4 0
F((1,0,2),(0,2,3)=(1 0 2)Fc|2]|=(1 0 2)|0 0 —4|[2]=-2s
3 4 —4 —4/)\3

2.— En el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual que 1, P1(IR) se considera la aplicacidn:

FPR) X PR) S R, f(p(x).q(x)) = / p(2)q(z)dz

(i) Demostrar que f es un producto escalar.
Para que sea un producto escalar tiene que ser bilineal, simétrica y definida positiva.

Probamos primero la simetria:
1 1
fo(e).a@) = [ p)a)is = [ awpie)ds = fla(o).pla)
0 0
Por ser simétrica para la bilinealidad basta comprobar la linealidad en la primera componente:
1 1
Flaps(a) + bpa(@).a(e)) = [ (apa(o) + b)) = [ (apr(a)ate) + bpa(o)a(e))ds =
0 0

—a / p1(@)a(@)dz + b / pa(@)a(@)dz = af (o (2), q(x)) + bf (pa(), a(z)).

Finalmente para ver que es definida positiva calcularemos la matriz asociada en la base candnica
C = {1,z} y veremos que tiene signatura (2,0):

Fo— <f(31:,1) f(l,x)>



donde

f(l,l):/oll-lda;zl, f(l,x):/oll-xdmzl/Q, f(acw):/olx-xdx:l/?),

y asi:
1 1/2
Fo= (1 /2 1 /3)
Para comprobar su signatura la diagonalizamos por congruencia:

H1(=1/2)p21(—1/2) (1 0
Formm—=""""— (0 1/12)

y vemos que sign(f) = (2,0) y por tanto es definida positiva.
(ii) Respecto al producto escalar definido por f:
(ii.a) Dar dos polinomios que formen una base ortonormal de Py (IR).

Una baes ortonormal B se caracteriza por que la matriz asociada del producto escalar en esa base es la
identidad. Entonces continuamos la diagonalizacién iniciada en el apartado anterior hasta llegar a Id:

0 1/12
Hacemos las mismas operaciones columna realizadas en el proceso de diagonalizacion sobre la identidad:

po(=1/2) (1 =1/2 pan (V32 (1 =3 _

Asi la base pedida es:

B ={(1,0),(—V3,2V3)} = {1, -V3 + 2V3x}.

(ii.b) Calcular la proyeccion ortogonal del polinomio 1+ x sobre U = L{1 — x}

La proyeccién de p(z) =1+ x = (1,1)¢ sobre U = L{(1,—1)¢} es un vector de la forma:
q(z) =a(l —2) = (a,—a)c
Adems4s tiene que cumplirse que p(z) — q(z) = (1 — a,1+ a)c LU, es decir:

1—a
l1+a

|
o

(l-—al+a) (1,-1)=0 < ( )FC(I —1)=0 <

(UIRN
wle

Deducimos que a = 2 y asf la proyeccién pedida es:

q(z) =2 — 2.



3.—

Sea el espacio euclideo R con el producto escalar usual hallar la matriz asociada de una simetria
respecto a un plano, que lleve el vector (3,0,4) en el vector (5,0,0).

En una simetria respecto a un plano la diferencia entre el vector original y su simétrico es un vector
ortogonal al plano de simetria. Por tanto la simetria pedida necesariamente tiene que ser respecto a un
plano ortogonal a:

(5,0,0) — (3,0,4) = (2,0,—4)

Ademds dado que los dos vectores tienen la misma norma (|[(5,0,0)] = Vv52+02+0%2 = 4y
1(3,0,4)|| = v/32 + 02 + 42 = 5) tal simetria existe.

Para consturir su matriz asociada consideramos una base B formada por el vector normal del plano de
simetria y dos vectores ortogonales a él que lo generen.

El vector normal es (2,0, —4) o por simplificar (1,0, —2). Los vectores (z,y, z) ortogonales a él cumplen:
(xaya Z) ' (17 Oa 72) =0 = 2-22=0 (‘Tvya Z) € ﬁ{(2707 1)& (07 170)}

Consideramos por tanto la base B = {(2,0,1),(0,1,0), (1,0,—2)}. En esta base la matriz de la simetria
es:

1 0 0
Ts =10 1 0
0 0 -1
Finalmente lo cambiamos a la base canodnica:
3/5 0 4/5
4/5 0 -3/5
donde
2 0 1 1 2 0 1
Meg=[0 1 0 y MCB:MC—];:5 01 0
1 0 -2 1 0 -2

(1.2 puntos)

En el plano afin R se consideran dos tridngulos homotéticos de vértices A,B,C y A',B',C’
respectivamente. Sabiendo que A = (1,0), B = (0,1), C = (1,2), A" = (3,0) y area(A'B'C’) =
4area(ABC):

Hallar las ecuaciones de una homotecia que lleve el primer tridngulo en el seqgundo. ;FEs tinica?.

La ecuacion de la homotecia es:

t(z,y) = (a,0) + k((2,y) = (a,b))

donde (a,b) es el centro de la homotecia y k es la razoén.

Si la razén de la homotecia es k, entonces transforma las dreas multiplicdindolas por k2. Por tanto si
area(A'B'C") = 4area(ABC), entonces k? =4y k = 42.

Como t(A) = A’ entonces t(1,0) = (3,0) y asi:

1

(3,0) =#(1,0) = (@) + k((1,0) = (@b) = B-k0)=(1-kK(@b) = (a.b)=1—73-k0)

1
- Si k = 2 entonces (a,b) = m(3 —2,0) = (—1,0). La homotecia queda:

t(w,y) = (_170) + 2(($,y) - (_170)) — t(x’y) = (21’ + 172y)



(b)

1
- Si k = —2 entonces (a,b) = ——(3+2,0) = ,0). La homotecia queda:
Sik 2 b T2 3+2,0 5/3,0). La h i d

t(x,y) = (5/3,0) = 2((z,y) = (5/3,0)) < t(z,y) = (65— 2z,-2y)

Hay dos posibles homotecias, la solucién no es tunica.

c

4

-4

Hallar las coordenadas de B’ y C'.
Simplemente aplicamos la férmula de la homotecia a los vértices originales B y C.

-Sik=2:
B =t(B)=t(0,1)=(2-0+1,2-1) = (1,2)

C'=tC)=1t(1,2)=(2-1+1,2-2) = (3,4)

g

-Sik=-2:
B =t(B)=1(0,1) = (5—2-:0,-21) = (5,-2)

C'=tC)=t(1,2) = (5—-2-141,-2-2) = (1,—4)

(1 punto)

Razona la veracidad o falsedad de las siguientes cuestiones:

Si f:IR? x R? = IR es una forma bilineal simétrica y su matriz asociada Fo cumple traza(Fg) =0,
entonces f NO es un producto escalar.

VERDADERQO. Si C = {ey, e} se tiene que Fo = (;Ezl’ Zlg ;E?’ Z%) y
2,61 2,62

traza(Fo) = f(e1,e1) + f(ez, e2)

Pero si fuese un producto escalar seria definida positiva y por tanto f(ej,er), f(es,ea) > 0y
traza(F¢) > 0 lo cudl contradice la hipStesis de que traza(Fe) = 0.

Si Te es la matriz asociada a una transformacidn ortogonal en el plano y traza(Te) = 0 entonces es
una simetria.

FALSO. Por ejemplo si:

= (e )= (0 )

es la matriz de un giro de dngulo 7/2 (no de una simetria y cumple traza(T¢) =0+ 0 = 0.



(¢) Dados dos vectores i, 7 € IR siempre puede definirse un giro t, tal que t() = v.

FALSO. Si los vectores tienen distinta norma no puede haber un giro que lleve uno en el otro porque
un giro por ser transformacion ortogonal conserva normas. Por ejemplo NO existe un giro que lleve
(1,0,0) en (0,2,0).

(0.9 puntos)

6.— En el espacio afin euclideo R® se consideran el tetraedro de vértices A = (0,0,0), B = (1,0,1),
C=(1,1,0), D= (1,1,1).

(i) Calcular el dngulo que forman las caras ABC y BCD.
El dngulo que forman dos planos es el dngulo que forman sus vectores normales.
Calculamos el plano que contiene a los puntos A, B, C:
z—0 y—0 z-0

1-0 0-0 1-0|=0+<+= —24+y+2=0<= z—y—2=0.
1-0 1-0 0-0

Calculamos el plano que contiene a los puntos B, C, D:
r—1 y—1 z-1

1-1 0-1 1-1{=0<«= z-1=0.
1-1 1-1 0-1

Los vectores normales son respectivamente (1, —1,—1) y (1,0,0) y asi en dngulo pedido:

1,-1,D-1,00 _ 1 o sarae

ang((1,-1,-1),(1,0,,0)) = A0S, 1, D[I(L, 0,0)] V3

(ii) Hallar el volumen y la superficie del tetraedro.

El volumen es:
1 . . 1 1 0 1 1
V =—|[AB,ACAD]|=={|1 1 0}]|=-.
6 6 11 1 6

1 = —
El drea de cada cara es §HPQ x PR|| siendo P, @, R los vértices que la delimitan:

- Area cara ABC:

V3

I T .
SlABxAC=511 0 1i=g|-&+é&+el=I-LL0]= S
1 1 0

- Area cara ABD:

o[

oL & @ & !
SIABxAD| =211 0 1|=cll-a+a|=;I(-1,01)]=
1 1 1

- Area cara ACD:

€3

1. 1 V2
0| =3le — &l =5l -10] =%
1

1, - - 1 & &
SABxAD| =21 1 .
2 2 11 2



- Area cara BCD:

1 - . 1|61 €2 63 1 . 1 1
SIBDxCD|==]0 1 0|=z|é&l=z[(100)]=:.
2 2|0 o 1| 2 2 2

El drea total es:

ol%
ol%
ol%

S

N =

3 1
+V2+ 5.

area(ABC) + area(ABD) + area(ACD) + area(BCD) = =5

(1.2 puntos)
En el plano afin y para cada k € R se definela conica de ecuacion:

2 —2zy+ky? —2c4+2ky—1=0

Clasificar la conica en funcion de los valores de k.

Clasificamos en funcién de los signos de los determinantes de la matriz A asociada a la cénica y la de
términos cuadréticos T

1 -1 -1
A=|-1 & k). T_.<1 _i>
-1k -1
donde:
1 -1 -1 L1
det(A)=det | 0 k—1 k-1 :(k—UM%< )::w—lx—h—n:1—k?
E—1 -2
0 k—1 -2
y
det(T)=k—-1

Dado que el tipo de conica depende del signo analizamos los puntos donde se anulan estos determinantes,
que corresponden a puntos criticos de posible cambios se signo.

det(A) =0 <= 1-k*=0 <= k=+1lydet(T) =0 <= k—1=0 < k=1

Distinguimos entonces los siguientes casos:

k IT| |A] TIPO DE CONICA
k< -1 - = Hipérbola.
k=-1 — 0 Rectas reales secantes.
-1<k<1l - + Hipérbola.
k=1 0 0 ().
k>1 + - Elipse.
En el caso en el que k = 1, |A] = |T| = 0 y el signo no es suficiente para distinguir el tipo de cénica.

Pueden ser dos rectas paralelas (reales o imaginarias) si rango(A) = 2 6 una recta doble si rango(A) = 1.
Pero:

1 -1 -1 1 -1 -1
rango(A) = rango [ —1 1 1) =rango| 0 0 0] =2
—1 1 -1 0 0 -2

Por tanto son rectas paralelas. Para distinguir si son reales o imaginarias cortamos con una recta
arbitraria. Por ejemplo con y = 0:

2?2 =2y —y* —20 -2 —1=0
y=0



Sustituyendo la segunda ecuacién en la primera queda:
22 —22—-1=0 < 2=14+1+1 reales
Se trata por tanto de dos rectas paralelas reales.
(ii) Para k =0:
(ii.a) Hallar las asintotas y la excentricidad de la cénica.

Vimos que para k = 0 se trata de una hipérbola. La matriz asociada y de términos cuadraticos quedan

respectivamente:
1 -1 -1
A=[-1 0o o], T:(_} _(1)>
-1 0 -1

Para hallar las asintotas comenzamos calculando las direcciones asintGticas. Son los vectores (p, q)
cumpliendo:

(p q)T@) =0 <= p*=2pg=0 <= p(p—29) = 0.
Queda p =0y asf el vector (0,1) 6 p=2q y asi el vector (2,1).

Las asintotas son las rectas polares de estos vectores.

1 -1 -1 T

(01 0)f-1 0 O y|=0<+= —2=0 <= x=0.
-1 0 -1 1
1 -1 -1 T

(21 0)f-1 0 o0 y| =0« z—-2y—2=0.
—1 0 -1 1

Para hallar la excentricidad comenzamos calculando la ecuacién reducida A\3z”? + A3y”2 +d = 0 donde
A1, A2 son los autovalores de T'y d = det(A)/det(T) = —1.

Los autovalores son las raices del polinomio caracterisitico:

1++5
T —MXd|=0 <= N -A-1=0 < \= V5

2
1 5 1-+5
Tomamos \; = +2f y Ay = 2\[. La ecuacién reducida queda:
\/5+1 "2 \/571 12 170
R
v la reducida canénica:
:Z:NZ y//2 17"2 y//2

- =1

2/(V5+1)  2/(vV5—1) (\/5—1)/2_(JS+1)/2:1

De ahi a®? = (v5—1)/2, 0> = (V/5+1)/2, 2 =a® +b*> =5 y:

c 2v/5 [5+5
e = — = = ~ 1.9.
a V5 —1 2

(ii.b) Calcular las rectas tangentes a la cénica que pasan por el punto (0,0).

Para hallar las tangentes por (0,0) (que es un punto que no pertenece a la cénica porque no cumple la
ecuacién 2 — 2ry — 22 — 1 = 0) calcularemos la recta polar del punto.



La recta polar corta a la cénica en los puntos de tangencia de las tangentes a la misma que pasan por
(0,0). Por tanto bastard unir esos puntos de corte con (0,0) para obtener las tangentes pedidas.

Comenzamos calculando la recta polar:
1 -1 -1 T

(00 1)-1 0 0 y|=0<+= —2—-1=0 <= z+1=0.
-1 0 -1 1

La intersecamos con la cénica:
{x2—2ﬂcy—2x—1:0

z+1=0
De la segunda ecuacion z = —1 y sustituyendo en la primera:
14+2+2-1=0 & y=—1.
Obtenemos el punto (—1,—1). La tangente en ese punto se obtiene uniéndolo con el (0, 0):

z—0 y-0

—T-0" ~1-0 <~ r—y=0.

Nota: Sélo hay una tangente por (0,0) porque por este punto pasa la asintota 2z = 0 que serfa la
segunda ”tangente” (en un punto en del infinito).

recta polar

(1.3 puntos)

8.— Hallar la ecuacién de una cdénica sabiendo que su centro es el punto (1,0), tiene un vértice en el punto
(0,1) y una asintota paralela al eje OY .

Sea C' = (1,0) el centro y V = (0, 1) el vértice. Tenemos en cuenta lo siguiente:

- La recta que une el centro y el vértice es un eje de la cénica.

- La recta perpendicular al eje y que pasa por el vértice V es la tangente a la coénica en V.
- El centro de la cénica es un centro de simetria.

Teniendo en cuenta todo esto:

1) Calcularemos la tangente tgy a la cénica en V' como la recta que pasa por V y tiene por vector
normal V.

2) Calcularemos otro vértice V' como el simétrico de V respecto de C.

3) Calcularemos la tangente tgys en V' como la simétrica de tgy por C; equivalentemente la paralela
a tgy que pasa por V',



4) Formaremos el haz de cénicas conocidas las tangentes ygy y tgy: y los puntos V, V",

5) Impondremos que la cénica el haz tenga una asintota paralela a OY. Equivalentemente que (0, 1)
sea una direccién asintotica.

Vamos a ello:

1) Calcularemos la tangente tgy a la cénica en V' como la recta que pasa por V y tiene por vector
normal VC = C -V = (1,—1). Larecta es de la forma  —y+d = 0. Imponiendo que pase por V(0,1):

0-14d=0 = d=1
Queda tgy =z —y+1=0.

2) Calcularemos otro vértice V’ como el simétrico de V respecto de C. Se cumple que C' = (V +V")/2,
de donde:
V' =2C -V =(2,0)—(0,1) = (2,-1).

3) Calcularemos la tangente tgy, en V'’ como la simétrica de tgy por C; equivalentemente la paralela
a tgy que pasa por V'. Tal paralela es de la forma = —y + d’ = 0. Imponiendo que pase por V'(2, —1):
2+1+4+d =0 = d=-3
Queda tgy =2 —y—3=0.
4) Formaremos el haz de cénicas conocidas las tangentes tgy y tgy y los puntos V,V’. Es:
tgyv - tgy + )\(rectavvz)Q =0.

La recta V'V es:
x—0 y-—1

2-0 -1-1

— z+y—1=0.

El haz queda:
(z—y+1)(z—y—3)+ANz+y—1)?=0.
Desarrollando:
22 = 2wy +y? =224+ 2y — 3+ Ar? + Ay? A+ 20y — 20z — 20y =0

I+ Nz2+ 200 =Dy + (1 + N2 =21+ Az) +2(1 =Ny +A—-3=0. (¥

5) Impondremos que la cénica el haz tenga una asintota paralela a OY. Equivalentemente que (0, 1)
sea una direccién asintdtica. Esto significa que:

(0 1)T<(1)) —0

C(1+A a1
T()\—l 1+>\>

Queda A+ 1 =0, es decir, A = —1. Sustituyendo en (*):

donde

—dzy+4y—4=0 <= zy—y+1=0.




(1.3 puntos)

9.— Dada la cuddrica de ecuacidn:

Y2 +52% + 20y — daz — dyz + 4z + 2y — 4z = 0.

clasificar la superficie y esbozar un dibujo de la misma.

La matriz asociada a la cuadrica es:

0 1 -2 2
1 1 -2 1
A= -2 =2 5 -2
2 1 -2 0

Para clasificar la diagonalizamos por congruencia teniendo en cuenta que la 1ltima fila no puede ser
cambiada de posicién, multiplicada por un nimero o sumada a las demaés:

1 1 -2 1 1 1 -2 1
H 0 1 -2 2| u 1 0 -2 2
A= -2 -2 5—24—2—2 5 —2
2 1 -2 0 1 2 -2 0
1 00 0
H21_(*>1)H&>(2)H41_(;1)#2£>1)#L>(2)#4£>1) 0 -1 0 1 N
0 01 0
0 1 0 -1
1 00 0
H42(1)N42(1) 0 _]. 0 0
7 7 1o o010
0 0 0 0

Vemos que la signatura queda (+, —,+;0) ~ (+, 4, —;0) y asi se trata de un cono real.

(0.6 puntos)



