Algebra Lineal II Soluciones al Examen Final

Ejercicio tnico (3 horas) 7 de junio de 2021

1.— Dados a,b € R se define la forma bilineal f : R* x R*> — R como,
(@), (@",y)) = 22’ + axy’ + ba'y + Yy’

(i) Calcular a y b para que f sea una forma bilineal simétrica semidefinida positiva. Para alguno de esos
valores, calcular las ecucaciones paramétricas del nicleo de f.

En primer lugar para que f sea simétrica su matriz asociada respecto a cualquier base tiene que ser
simétrica. La matriz asociada respecto de la base candnica es:

1 a
Fe = .
Igualando Fo = F(, para garantizar la simetria, obtenemos a = b. Para imponer que sea semidefinida
positiva hallamos la signatura de la forma bilineal diagonalizando por congruencia su matriz asociada:

e G (100 )

Para que sea semidefinida positiva la signatura tiene que ser (1,0) (un signo positivo y otro nulo en la

diagonal). Por tanto:

229 «— q=13.

9-a?’=0 < a
Conclusion: la forma bilineal f es simétrica semidefinida positiva siy sélosia=b=36a=0b= —-3.

Calculamos el nicleo para a = 3. Esté formado por los vectores (x,y) cumpliendo:
r+3y=0 T =—3A
FC<I><O> Ly (1 3) (I><O> <~ Y — r+3y=0 <
Y 0 39 Y 0 3z4+9y =0 y=A
(ii) Para a=b=2>5, si w es la forma cuadrdtica asociada a f:

(ii.a) Clasificar la forma cuadrdtica.

En el apartado (i) ya la habifamos diagonalizado por congruencia. Para a = 5 queda:

Ha1(=5)p21(=5) (1 0 (1 0 _
For == (0 9—52>_<0 —16)_FB

Su signatura es (1,1) y el rango 2. Es no degenerada e indefinida.

(ii.b) Hallar los vectores autoconjugados. Si es posible, expresarlos como unidén de dos rectas, dando en la
base cadnica un generador de cada una de ellas.

Por ser indefinida de rango 2 sabemos que los autoconjugados pueden descomponerse como unién de

dos rectas. Usando la matriz diagonalizada la forma cuadratica es:
‘T/
/

w(z',y') = (2 y)Fp <y ) =" - 16y = (2' — 4y/) (2’ + 1Y)

Los autoconjugados son:

autconj(w) = {(«',y/)slw(a’,y') = 0} = {(', ) 5l(a’ — 4y') (2’ + 4y') = 0} =
— {(',y)sl2’ — 4y = 0} U{(a,y)nle’ + 4y = 0} = £{(4,1)p} UL{(4,~1)}



Para pasarlo a la base candnica hallamos la matriz Mcp haciendo sobre la identidad las mismas
operaciones columna que hicimos en el proceso de diagonalizacion:

1 0\ ua(=5) (1 =5\ _
(o 1) (5 1) =i
Ahora cambiamos de base:

wes (1), = (1) men (1), = (9).

autconj(w) = L{(—=1,1)g} U L{(9,—-1)B}

Por tanto:

(il.c) Hallar w(1,2).

Simplemente:

w(1,2) = (1 2)FC(;>:(1 2)@ g) (;):57.

(1.2 puntos)

2.— Considerando en R? el producto escalar cuya matriz de Gram respecto de la base candnica es:

Ge =

O =
— DD =
o= O

(i) Dar un par de vectores de la base candnica que sean ortogonales.

La matriz G¢ es por definicién la que en la fila ¢ columna j tiene la imagen del vector ¢ con el vector j
de la base cadénica. Dado que (G¢)1,3 = 0 se tiene que:

(1,0,0) - (0,0,1) = 0.
—— Y——

€1 €3

y por tanto (1,0,0) y (0,0, 1) son ortogonales.
(ii) Dado U = £{(1,1,1),(1,1,2),(2,2,3)} calcular una base de su subespacio ortogonal U-~.

En primer lugar entre los generadores de U eliminamos los vectores dependientes escalonando la matriz
que forman sus coordenadas:

O AN & S N N & U W
11 g | MREYHRER g g g | FeGPRaED [y g
2 2 3 00 1 00 0

Vemos que U = £{(1,1,0),(0,0,1)}. Ahora calculamos U-:

Ut = {(z,y,2) € IR?’\(l, 1,0) - (z,y,2) =0, (0,0,1)- (z,y,2) =0}

donde:
1 1 0 T
(1,1,0) - (z,y,2)=(1 1 0)|1 2 1 y | =2z+3y+=z
01 2 z
1 1 0 T
(0,0,1) - (z,y,2)=(0 0 1)1 2 1 y | =y+3z2
01 2 z



(iii)

UJ_:{(‘Tvyvz)€R3|2$+3y+2’:07 y+22:0}

Resolvemos el sistema:

1
y = —2z, :v:i(—?)y—z):f((iz—z):fz
de donde:
Ut = £{(5/2,-2,1)} = £{(5,—4,2)}.
Hallar una base ortonormal de R®.

Una base ortonormal B se caracteriza porque la matriz de Gram respecto a la misma es la identidad.
Entonces diagonalizamos por congruencia la matriz G¢ hasta llegar a Id y hallamos la correspondiente
matriz de paso por columnas que serd M¢op:

N AR T O\ trcomecn (00
Ge = 2 1| "ESTES 1] =75 1o 1o
12 2 00 1

O~ =
O O =
== O

Ahora hacemos sobre la identidad las mismas operaciones columas:

1 0 0 L 1o o1 1
01 0]"™5 (o 1 0]"S 0 1 0| =Mcp
00 1 0 01 -1 0 1

La base ortonormal resulta B = {(1,0,0),(-1,1,0),(1,-1,1)}.
Calcular el angulo que forman los vectores (1,0,0) y (0,1,0).

Se tiene que:

(1,0,0) - (0,1,0)
ang((1,0,0),(0,1,0)) = arcos ,
[1(1,0,0)]111(0, 1,0
donde:
1 1 0 0
(1,0,0)-(0,1,0)=(1 0 0)|1 2 1|[1]=1
0 1 2 0
1 1 0 1
0 1 2 0
110 0
0 1 2 0
Finalmente:
(1,0,0) - (0,1,0) 1 V2
ang((1,0,0),(0,1,0)) = arcos = arcos— = arcos—— = 45°,
[1(1,0,0)[[[(0, 1,0 V2 2

(1.2 puntos)



3.—
(i)

(iii)

Indica razonadamente la falsedad o veracidad de las siguientes cuestiones:

Si T es la matriz asociada a una transformacién ortogonal t en R? y traza(T) = 2 entonces t es un
giro de 60°.

VERDADERO. Sabemos que una transformacién ortogonal en el espacio es un giro o un giro compuesto
con una simetria respecto al plano perpendicular al eje de giro. Ademads en cada uno de los casos, las
trazas de la matriz asociada en cualquier base son:

- Si es un giro, traza = 1+ 2cos(a).

- Si es un giro compuesto con simetria, traza = —1 + 2cos(c).

Dado que —1 < cos(a) < 1, en el primer caso —1 < traza < 3 y en el segundo —3 < traza < 1.

Concluimos que si la traza es 2 es imposible que sea un giro compuesto con simetria y necesariamente
es un giro. Ademsds:

-1 1 o
= iarcos§ = +60°.
Eligiendo un semieje orientado adecuadamente siempre se puede conseguir que el angulo sea positivo,

es decir, en este caso de 60°.

Si T es la matriz asociada a una transformacién ortogonal t en R? y traza(T) = 0 entonces t es un
giro de 120°.

FALSO. Razonando como en el apartado anterior vemos que traza = 0 estd dentro del rango posible
de la traza de un giro compuesto con simetria. En particular si:

—1+4 2cos(a) =0 = cos(a) =1/2 = a = 60°

Considerando un giro de 60° respecto al semieje (1,0,0) compuesto con una simetria respecto al plano
perpendicular a ese eje, sabemos que su matriz asociada es:

—1 0 0 -1 0 0
Te=| 0 cos(60°) —sin(60°) | =1 0 1/2 —/3/2
0 sin(60°)  cos(60°) 0 3/2 1/2

Cumple las condiciones que se indican (traza = 0) pero NO es un giro de 120°.

EnTR? la composicion de una simetria respecto a una recta con una simetria respecto a un plano es un
giro.

FALSO. Una simetria respecto a una recta corresponde a un giro de 180°. Es una transformacién
directa, es decir, el determinante de su matriz asociada es 1. Por el contrario una simetria respecto a
un plano es inversa, es decir con determinante —1. La composicién es una transformacién cuya matriz
asociada es el producto de las otras dos. Su determinante es por tanto 1-(—1) = —1: es inversa. Pero
un giro no es una transformacién inversa.

Si t es una transformacion ortogonal en R* y t(1,0,1) = (—1,0,—1) entonces se trata de una
transformacion inversa.

FALSO. Por ejemplo si consideramos un giro de 180° respecto a un eje perpendicular al vector (1,0, 1),
la imagen de éste es su opuesto pero NO es una transformacién inversa.

(1.2 puntos)

En IR? con el producto escalar usual, hallar razonadamente las matrices asociadas respecto a la base
canonica de todas las posibles transformaciones ortogonales inversas que lleven la recta x +y =0 en la
recta © —y = 0.

Método I: Una transformacién inversa en un plano es una simetria respecto a una recta. El eje de
simetia permanece fijo en la transformacién y por tanto debe de ser equidistante de las dos rectas, la
original y su imagen, ya que una transformacién ortogonal conserva distancias.



En otras palabras el eje de simetria debe de ser alguna de las dos rectas (las bisectrices) que equidistan
dex+y=0y xz—y=0. Las calculamos usando la férmula de la distancia de un punto a una recta:

eyl _ ety
V12412 V12412

d((z,y),z —y=0) =d((z,y),z+y=0) <= = |z —y| =z +y

Quitamos el valor absoluto considerando las dos posibilidades para el signo:
r—y=x+y < y=0 6 r—y=—(x—y) < z=0.

Los dos posibles ejes de simetria son y = 0 (eje OX) y x =0 (eje OY):
- Simetria repecto al eje OX:

El vector director del eje es (1,0), la base candnica es ortogonal con el primer vector correspondiente
al eje de simetria luego directamente:
1 0
e (10

El vector director del eje es (0,1), la base B = {(0,1),(1,0) es ortogonal con el primer vector
correspondiente al eje de simetria. Por tanto:

1 0
=5 1)
Cambiamos de base a la candnicas:

-1
_ 0 1\/1 o0\/0 1 -1 0
TCZMCBTBMCJI?:<1 0) (0 —1)(1 0) :< 0 1)'

Método II: La matriz asociada a una transformacién ortogonal inversa cumple TeTL = Id y
det(Te) = —1. Ademas para llevar z +y = 0 en z — y = 0 debe de llevar el vector director de la
primera (1, —1) en el de la segunda con el mismo médulo y dos posibles signos: (1,1) 6 (—1,—1).

Sea To = <Z cbl)

- Simetria repecto al eje OY:

a?+bv* =1

t a b a c\y _ (1 0 _
TcTy =1d (c d)(b d)_(O 1)(:> a;—l—b;i—o
c+d =1

Distinguimos las dos posibilidades:

1) Si t(1,~1) = (1,1):

(‘Cl Z>(1 1) =(1 1)@»{:_221

dedondeb=a—1y d=c—1. Sustituyendo en a®> +b%>=1,c2+d?> =1, ac+ bd = 0:

a4+ (a—-1)2=1+= 2a*-2a=0 < ala—1)=0
At(c—1)2=1 = 2"-2c=0 < c(c—1)=0
ac+(a—1)(c—1)=0 < ac=—(a—1)(c—1)

Deducimos que:



-Obiena=0,c=1. Eneste casob=—1y d=0y det(T¢) = 1. No puede ser.
-Obiena =1,¢c=0. En esete caso b =0y d = —1 y det(Tc) = —1. Es una posible solucién:
T — 10

“~\o 1)

2) Si t(1,-1) = (=1, -1):

a b a—b=-1
1 -1)=(1 1) <
(¢ 5)a —n=a 1 {Cd_l
dedonde b=a+1y d=c+ 1. Sustituyendo en a®? +b%>=1,c2+d?> =1, ac+bd = 0:

A+ (14+a)?=1 < 20 +2a=0 < ala+1)=0
A+(14e)P =1+ 22+2c=0 < c(c+1)=0
ac+ (1+a)(14+¢)=0 < ac=—(14+a)(1+¢)

Deducimos que:
-Obiena=0,c=—1. Eneste caso b=1y d =0y det(T¢) = 1. No puede ser.

- O bien a = =1, ¢ = 0. En esete caso b = 0y d = 1y det(T¢) = —1. Es otra posible solucién:

-1 0
o= ("5 1)

En el espacio afin euclideo dar las ecuaciones paramétricas e implicitas de una recta que pase por el
punto P = (0,0,1) y corte a las rectas:

T = S =
y—z2=2 y+z=1

Calcular la distancia entre r y s.

(1.2 puntos)

Para calcular la recta pasando por P y cortando a r y s seguiremos los siguiente pasos:
1) Calculamos el plano 7 por Py conteniendo a r. Cualquier recta de ese plano corta a 7.
2) Calculamos @ = 7N s.

3) La recta PQ estd en el plano 7 y por tanto corta a r. Ademds pasa por Py corta a s en @, luego
es la recta pedida.

Hacemos las cuentas.

1) Para hallar el plano m por P y conteniendo a r usamos el haz de planos generado por las dos
ecuaciones que definen r:
Me—=1)+(y—2—-2)=0.

Imponemos que pase por P = (0,0, 1):
AO—1)+(0—-1-2)=0 = A= 3.
El plano 7 queda:

Bz-1)+(y—2—-2)=0 <= -32+3+y—2—-2=0<+= 3x—y+2—1=0.

2) Calculamos @ = NS resolviendo el sistema que forman las ecuaciones de recta y plano:

T =2
y+z=1
3r—y+z2=1



6.—

Sumando las dos tltimas ecuaciones:
3x+2z2=2

De la primera x = 2 y asi, 6 + 2z = 2, es decir, z = —2. Y de la segunda ecuacién y =1 — z = 3. Es
decir @ = (2,3, -2).

3) Hallamos la recta que une P = (0,0,1) y Q = (2,3, —2):
z—0 y—-0 =z-1
2-0 3-0 -2-1
Quitando denominadores y simplificando:
3r — 2y =
y+z—1=
Para hallar la distancia entre las rectas usamos la férmulas:
RS s5
d(r,s): |[ ) Upr, U ]|
[Jur X us]|

siendo R,u, y S,us punto y vector director respectivamente de las rectas r y s. Resolviendo
paramétricamente las ecuaciones de cada una de ellas obtenemos estos datos:

=1
= — (z,y,2) = (1,2,0) +A(0,1,1)
y—z=2 ~—— ~——

=2
s= { — (z,y,2) = (2,1,0) +A (0,1, -1)
———

Hacemos los célculos:

0 1 -1
y
1 -1 0
[RS, u,us] = |0 1 1|=-2
0 1 -1
Finalmente: | [RS ] | o)
Uy, U —
d(T" S) — b T S — — 1
[Jur X ug| [(=2,0,0)]]

(1.2 puntos)

En el espacio afin euclideo R® dar las ecuaciones de una homotecia de centro (1,0,1) y que lleve el
plano © =2 en el plano x = 4.

La ecuacién de una homotecia en el espacio con centro (1,0,1) es de la forma:

f(m,y,z) = (1’0’ 1)+k((x,y,z)—(1,0, 1)) (*)

donde k es la razon. Si lleva el plano z = 2 en el plano z = 4, la imagen de un punto de la forma
(2,9, z) debe de ser (4,y’,2’). Sustituyendo en (*):

4,y,2) = f(2,y,2) = (1,0,1) + k((2,y,2) — (1,0,1)) = (1 + k,2ky, 1 + k(z — 1))

Igualando la primera coordenada:
4=14k=k=23.

La ecuacién de la homotecia queda:
fz,y,2) = (1,0,1) + 3((x,y, 2) — (1,0,1)) f(z,y,2) = (32 — 2,3y,32 — 2).

(0.7 puntos)



7.— En el plano afin dada la cénica de ecuacion:

2+ 2y +9y: —4dy+1=0

(i) Clasificar la conica.

Para clasificar la conica utilizamos el determinante de la matriz asoicada y la de términos cuadraticos:
1 1 0
A=|1 1 =21, T= (1 1)
0

Entonces |A| = —4 y |T| = 0. Se trata por tanto de un parébola.
(ii) Hallar su centro, ejes, vértices y asintotas.
Por ser una parédbola no tiene centro ni asintotas.
El eje es la recta polar del autovector de T' asociado al autovalor no nulo.

Calculamos los autovectores de T':
T —Md|=0 <= (1-)0)?—-1=0 < )\ -2\ =0.

Resolviendo obtenemos A1 =2y Ay = 0.

Hallamos el autovector asociado a A\ = 2:

(T2[d)<z) = (8) e z-y=0

Tomamos un vector cumpliendo la ecuacién; por ejemplo v = (1, 1).

Su recta polar es:

X
(1 1 0)Aly | =0« 224+2y—2=0<«<= z+y—1=0.
1
El vértice es la interseccién del eje y de la conica:

r+y—1=0
2?42y 49y —4dy+1=0
Resolvemos. En la primera ecuacién x = 1 — y. Sustituyendo en la segunda:
(IT—y)2+21—yy+12 —dy+1=0 < 2—4dy=0 < y=1/2.

De donde z =1—-1/2=1/2y el vértice es V = (1/2,1/2).




(iii) Calcular su ecuacion reducida, excentricidad y distancia del vértice al foco.

Sabemos que para una pardbola la ecuacién reducida es:

Mz’ —2dy =0

—|A 4
donde A es el autovalor no nulo de T' y d = /\| ‘ En nuestro caso Ay =2y d = \/g =2. La
1

ecuacion reducida queda:
2% —2v/2y =0
y despejando x'2, la reducida canénica:
12 \/i !
=2. Y2y
T 5 Y
El pardmetro p de la pardbola es p = v/2/2 y la distancia del foco al vértices p/2 = v/2/4.

La excentricidad, por ser una parabola, es 1.

(1.5 puntos)

8.— Hallar la ecuacion de una cénica sabiendo que su centro es el punto (1,1), tiene una asintota paralela
al eje OY y pasa por los puntos (0,2) y (3,0).

Seguiremos los siguiente pasos:

1) Como las asintotas pasan por el centro, hallamos la asintota como la paralela al eje OY pasando por
(1,1).

2) Como la cénica es simétrica respecto al centro, hallamos el simétrico de P = (0, 2) respecto a (1,1).
Sers un punto P’ que también pertenece a la cénica.

3) Formamos el haz conocidas una asintota y dos puntos P(0,2) y Q(3,0).

4) Tmponemos que la cénica buscada pase por P’ (hallado en (2)), y concluimos.
agihtota

¢

P Q

1) Una paralela al eje OY, es decir, a la recta = 0 es una recta de la forma z = cte. Como ha de
pasar por el punto (1,1) es la recta x = 1.

2) El simétrico P’ de P(0,2) respecto al centro C(1,1), cumplen que C' es el punto medio de Py P’,

es decir:
_ P+ P

C = P =2C - P =(2,2)—(0,2) = (2,0).

3) Las dos cénicas que generan el haz conocidas una asintota y dos puntos P(0,2) y Q(3,0) son:
i) El producto de la asintota y la recta PQ. La recta PQ usando la ecuacién candénica de una recta es:

y:

+§ l <= 224+3y—6=0.

Wl



ii) El producto de las paralelas a la asintota que pasan por Py ). Las paralelas a la asinota z —1 =0
son de la forma x — cte = 0, por tanto la que pasa por P(0,2) es z = 0 y la que pasa por Q = (3,9) es
z—3=0.

El haz resulta entonces:
(x —1)(2z+ 3y — 6) + Az(z — 3) = 0.

4) Tmponemos que la cénica pasa por P’ = (2,0) susituyendo en el haz:
(2-1)(2:243-0-6)+X2(2-3)=0 <= —2-2\A=0 < \=-1
La cénica queda:
(x—1)22+3y —6) —x(x —3) =0 < 22> + 32y — 62 —2x — 3y +6 — 2> +3x =0

Simplificando:
22+ 3zy — 5z — 3y +6=0.

(1.2 puntos)

Dada la cuddrica de ecuacion:
2?4+ doy — 202 + 22 +Ayz 4+ 22+ 2y +42=0

clasificar la superficie y esbozar un dibujo de la misma.

La matriz asociada a la cuadrica es:

1 2 1 0
2 -2 21
A= 1 2 1 2
0 1 2 0

Para clasificarla la diagonalizamos por congruencia teniendo en cuenta que la tltima fila no puede ser
cambiada de posicién, ni multiplicada por un nimero, ni sumada a las demas:

Ho1(—2)Hs1(—1)p21(=2)puz1(<1)

A — T S Hyo(1 6);L4ﬂ6)

|
o oo
O OO

1
0
0
0

SO O
o N = O

No puede diagonalizarse por completo sin romper alguna de las restricciones sobre la cuarta fila. El tipo
de cuddrica queda determinado por la signatura de la matriz de términos cuadréticos que es (+, —,0).
Se trata de un paraboloide hiperbdlico.

(0.6 puntos)



