Algebra Lineal 11 Examen Final

Ejercicio tnico (2 horas 45 minutos) 13 de julio de 2020

1.— Seaw:R3 - R una forma cuadrdtica no degenerada en IR® y Fo su matriz asociada en la base candnica. Razona
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la veracidad o falsedad de las siguientes cuestiones:

Si todos los elementos de la diagonal de Fo son positivos entonces w es definida positiva. (0.5 puntos)

1 00
FALSO. Por ejemplosi Fo = | 0 1 2 | se cumple que todos sus elementos en la diagonal son positivos. Sin embargo
0 2 1

si la diagonalizamos por congruencia para clasificarla llegamos a:

e
0 0 -1

Es decir, vemos que su signatura es (2,1) y por tanto es no degenerada pero indefinida. NO es definida positiva.
Si algin elemento de la diagonal de Fo es nulo entonces w es indefinida. (0.5 puntos)
VERDADERQO. Por ser no degenerada sélo puede ser definida positiva, definida negativa o indefinida.

Pero recordemos que los elemenos de la diagonal son (F¢);; = f(es,e;) = w(e;) siendo {e1, ez, e3} los vectores de la
base candnica. Si es definida positiva se cumpliria w(e;) > 0, es decir, los elementos de la diagonal serian positivos.
Analogamente si fuese definida negativa los elementos de la diagonal serian negativos. Por tanto si alguno es nulo la inica
posibilidad es que sea indefinida.

Fg, es la matriz asociada a una forma cuadrdtica definida positiva. (0.5 puntos)
VERDADERQO. Dado que F¢ estd asociada a una forma cuadratica es simétrica. Por tanto Fé es también simétrica.

Para que sea definida positiva hay que comprobar que si u # 0 entonces ut Féu > 0. Pero:
u'F2u = u'FoFcu = u'F5Fou = (Fou) (Fou) = || Foul|?

donde la norma es con el producto escalar usual. Dado que F¢ es no degenerada tiene rango méximo y si u # 0 entonces
Fcu # 0. Por tanto, ||Fcu||2 > 0 y probamos lo que queriamos.

Si Fo = Id entonces f((x1,22,%3)B, (Y1,Y2,¥Y3)B) = T1y1 + T1y3 + 2x2y2 + z3y1 + 3z3y3 puede ser la expresion de una
forma bilineal simétrica asociada a w, en una base B. (0.5 puntos)
1 0 1
VERDADERA. La matriz asociada a la forma bilineal dada en la base Bes Fg = | 0 2 0 |. Para que dos matrices
1 0 3
simétricas puedan corresponder a la misma forma bilineal tienen que ser congruentes, es decir, tener la misma signatura.
La signatura de Fo = Id es obviamente (3,0). Para Fp la hallamos diagonalizando por congruencia:

Py Hsi;l)usi)l)

o o =
o N O
N OO

Vemos que sign(f) = (3,0) y por tanto Fp es congruente con Fc.

fl(z,y,2), (2,9, 2") = z2’ +zy’ +yz' +yy' + 22’ puede ser la expresion de una forma bilineal simétrica asociada a w.
(0.5 puntos)

FALSO. La matriz asociada a f es

Fp =

O ==
O ==
= o O

Vemos que tiene rango < 3 (ya que las dos primeras filas son iguales) y asi es degenerada; por tanto es imposible que esté
asociada a w en base alguna ya que w es NO degenerada.

(2.5 puntos)



2.— Enel espacio vectorial R se considera el producto escalar usual y la orientacién positiva dada por la base candnica:

1/vV2 1/2 1/2
(i) De un endomorfismo se conoce su matriz asociada en la base candnica Tc = 0 —1/v/2 1/V/2 |. Probar que
—-1/v/2 1/2 1/2

es una transformacién ortogonal y clasificarla describiendo geométricamente como actia. (1 punto)

Trabajamos en la base candnica y con el producto escalar usual, es decir, respecto a una base ortonormal. Por tanto la
condicién para que TéTC: Id. Basta hacer las cuentas y comprobarlo.

Para clasificarla comenzamos calculando su determinante. Si es 1 es un giro. Si es —1 es un giro compuesto con una
simetria respecto al plano perpendicular al eje de giro.

1/v2 1/2 1/2 1/vV2 12 1/2
det 0 —1/vV2 1/vV2 | =det 0 —-1/vV2 1/V2 :i-det<_1{‘/§ Vﬁ) =—. —=-1.
-1/vV2  1/2 1/2 0 1 1 V2

Es entonces un giro compuesto con una simetria respecto al plano perpendicular al eje de giro.
El semieje de giro estd generado por un autovector asociadalo al autovalor 1:
0=014+1/V2)z+y/2+2/2
Te+Id) |y |=10] &= C0=01—-1/V2)y+2/V2
0=—a/V2+y/2+32/2=0
Resolviendo se obtiene S1 = £{(3 — 2v/2,1,1 —v/2)}.

El dngulo a de giro cumple:

t (Tc)+1

3
—1+ 2cos(a) = traza(Tc) = a = £ arccos 4 = iarcosz

El signo del dngulo coincide con la orientacién de una base formada por el semije, un vector cualquiera y su imagen:
B’ ={(3-2v2,1,1-+2),(1,0,0),Tc(1,0,0)'} = {(3 — 2v/2,1,1 — v2), (1,0,0), (1/v2,0, -1/V2) };

entonces:
3-2v2 1 1-+2
signo(a) = signo 1 0

0 = signo(v/2) = +
1/vV/2 0 —-1/V2

3
Finalmente el plano de simetria es perpendicular al semieje. Resumiendo: se trata de un giro de angulo +a7"cosl con

respecto al semieje generado por (3 —2v/2,1,1 —+/2) compuesto con una simetria respecto al plano (3 —2v/2)z +y + (1 —
V2)z = 0.

(ii) Calcular la matriz asociada a una simetria respecto al plano de ecuacion x +y — z = 0. (1 punto)

Comenzamos calculando una base formada por los generadores del plano de simetria y un vector ortogonal a él. Este
dltimo puede ser el vector normal al plano, formado por los coeficientes de la ecuacién implicita (1,1, —1).

Los otros dos lo obtenemos resolviendo paramétricamente la ecuacién dada:
r+ty—2=0=>y=—-x+=z2

de donde:
r=a, y=-a+b, z=0>

y los generadores son (1,—1,0) y (0,1,1). Entonces tomamos:

B ={(1,-1,0),(0,1,1),(1,1,-1)}

plano planot
En tal base:
10 0
Tg=|(0 1 0
0 0 -1
Finalmente lo cambiamos a la candnica:
10 1 10 0 1o 1\ "
Te = MepTp(Mep) ™= -1 1 1 01 o0 -1 1 1
0o 1 -1 0 0 -1 0o 1 -1
1 0 1 1 0 0 1 2 -1 1 1 1 -2 2
=1 -1 1 1 0 1 0]=-11 1 2 1 ==1-2 1 2
01 -1/\oo -1/3\1 1 -1 3\ 2 21



(iii)

3.—

®

(i)

(iii)

¢ Es posible conseguir la simetria anterior componiendo adecuadamente dos giros?. Razona la respuesta (0.5 puntos).

Es imposible. La composicién de dos giros es un giro, porque ambas son transformaciones directas con matriz asociada de
determinante positivo. Sin emnbargo una simetria respecto a un plano es una transformacién inversa, con determinante
negativo.

(2.5 puntos)

En el espacio afin R? se consideran los puntos A = (0,0), B = (8,6).

Calcular la ecuacion implicita del lugar geométrico de puntos del plano C que hacen que AB sea la hipotenusa de un
tridngulo rectdngulo ABC. (0.9 puntos)

Sea C' = (z,y) las coordenadas del punto C. Para que el tridngulo ABC' sea rectdngulo con hipotenusa AB, los vectores
Ac y BC han de ser ortgonales:

— —

AC-BC =0 < (z—0,y—0)-(z—8,y—6)=0 < 22 -8z +1y? —6y=0 < (z—4)2+ (y—3)2 =52

Se trata de una circunferencia de centro (4,3) y radio 5.

Si P = (4,14/3) es el baricentro de uno de los tridngulos indicados en el apartado anterior hallar su drea y perimetro.
(0.9 puntos)

El baricentro es la interseccién de las medianas, es decir, las rectas que unen cada vértice con el punto medio del lado
opuesto. El punto medio del lado AB es:

A+ B (0,0)+(8,6)
o2 2

M = (4,3).

El vértice C pertenece a la mediana M P y por tanto podemos hallarlo como interesccién de tal recta y del lugar geométrico
calculado en 1. La recta M P tieene por ecuaciéon x — 4 = 0. Sustituimos en la eucacién de la cénica y:

(4-4%+@y—-3°2=25=>y=3%5

Dado que el baricentro estd en el semiplano superior y > 0y asi C = (4,3 +5) = (4, 8).

Entonces los lados del tridngulo miden:

AB=1/(8—0)2+(6—-0)2=10, AC=+/(4—0)2+(8—-0)2=4V5, BC=/(8—4)2+ (6—8)2 =2V5.

De donde:
perimetro = AB + AC + BC = 10 + 6V/5

y por ser rectangulo el area:
AC - BC

2

20.

area =

Hallar las ecuaciones de una homotecia que lleva el punto A en el punto B y el punto B en el punto A. (0.7 puntos)

Dado que la homotecia intercambia los puntos A y B la longitud del segmento AB se mantiene invariante. Por tanto la
razén tiene que cumplor |k| = 1. Como la homotecia no es la identidad, k = —1. Si Q es el centro se tiene que cumplir
que:

A+ B

B=f(A)=Q-1A-Q)=2Q=A+B=Q= 3

=M = (4,3).
Se trata entonces de una homotecia de centro (4,3) y razén —1. Sus ecuaciones son:

flzy) = (4,3) = ((zy) — (4,3)) = (8 —=,6 — ).

(2.5 puntos)



4.— En el plano afin se considera la cénica de ecuacion:

562+2kxy+y2+2ky:0

(i) Clasificar la cénica en funcidn de los valores de k. (0.5 puntos)

Para clasificar la cénica estudiamos los signos de los determinantes de la matriz asociada y de la matriz de términos

cuadraticos:
1 k£ O
A=k 1 k|, T= (llc I;) .
0 k£ O
Donde det(A) = —k2 y det(T) = 1 — k2. Vemos donde se anulan para ver los valores de k limite en los cuéles se puede
producir cambio de signo:
—k?=0 < k=0, 1-k?=0 < k=+1.
Entonces queda:
k [T |A] Tipo de cénica
k< -1 - = hipérbola
k=-1 0 — parabola
-1<k<0 + elipse
k=0 + 0 rectas imaginarias cortdndose en punto real
0<k<l1 + - elipse
k=1 0 — parabola
k>1 - - hipérbola
(ii) Para k =2 y k= —1 hallar el centro, los ejes, las asintotas y la excentricidad. (1 punto)

Comenzamos con k = 2. Vimos que es una hipérbola. En ese caso:

1 2 0
A=[2 1 2], T:(é f)
0 2 0
El centro es el punto (r, s) verificando:
0
Al s | =10 < r+2s=0, 2r+s+2=0
1 h

Resolviendo queda (r,s) = (—4/3,2/3).

Los ejes son las rectas polares de los autovectores de T asociados a autovalores no nulos. El polinomio caracteristico de

T es:

T —Ad| = (1—=X))2 =22 =3-A\)(-1-\).
Por tanto los autovalores son A\; = —1 y A2 = 3. Los autovectores quedan:
- Asociado a A\ = —1:

(T + Id) (;) - (8) — 242y =0= 51 = L£{(1,~1)}.

- Asociado a Aa = 3:
(T — 3Id) (i) = (8) — 242y =0= 53 =L{(1,1)}.

Sus rectas polares son los ejes:

(1 1 0)A

x
(1 -1 0)A|ly | =0« 2—y+2=0.
1
z
y | =0 <= 3z+4+3y+2=0.
1

Las asintotas son las rectas polares de las direcciones asintéticas. Estas son vectores (p, q) cumpliendo:

(p Q)t(§> =0 < P’ +4pg+¢* =0 < p=—-2¢£+/(29)2 — 2 = (—2£V3)q



Tomando ¢ = 1 nos quedan las direcciones asintgticas (—2 -+ V3, Dy (-2- V3, 1). Las asintotas son sus correspondientes
rectas polares:

(—2+v3 1 0)A =0 < V3z+(-3+2V3)y+2=0.

—e 8

(=2-v3 1 0)4 z =0 <= V3z+(3+2V3)y—2=0.
1

Para la excentricidad escribimos en forma reducida la hipérbola como:
Az'? 4+ A2y +d =0, d = det(A)/det(K)

Tomamos como Ap el autovalor con el mismo signo que det(A); en este caso negativo. Nos queda:

4
—I/2 +3y/2 + g =0

Simplificando:
22 2
- =1=a’=4/3, b =4/9.
4/3  4/9
De donde:
. ¢ Va2+b2  4/3 2V3
excentricidad = - = ———8 = —— = ——
a a 2/v/3 3
Para k = —1 sabemos que es una parabola. En ese caso:
1 -1 0
A=[-1 1 -1, T:(f} *1)
0 -1 0

La excentricidad es 1 y no tiene ni centro ni asintotas.

El eje es la recta polar del autovector de T' asociado al tinico autovalor no nulos de T'. El polinomio caracteristico de T'
es:
T —Md|=1-X))2—-12=X(A—2).

El autovalor no nulo de T' es A1 = 2 y su autovector asociado:

(T—2-Id)(z> - (8) e —r—y=0= S =L{(1, -1}

y su recta polar:
T
(1 =1 0)A|ly | =0<«= 2z—-2y+1=0.
1

(iii) Calcular la ecuacidn de una elipse que tiene un foco en el punto F(1,0), un eje es la recta x —y = 0 y pasa por el punto
(1,1). (1 punto)

Calcularemos el segundo foco F’ como simétrico del primero respecto del eje. Luego usaremos la definicién de elipse como
lugar geométrico de puntos del plano cuya suma de distancias a los focos es constante.

Sea F’ = (x0,yo0). Por ser el simétrico del primero respecto de la recta x —y = 0 cumple:

F+ F' 1
i) —; Eejeézo; —ygo:O@mo—yo—i-l:O.

ii) FI Leje, es decir, (zo — 1,y0) es paralelo al vector normal (1, —1) del eje. De ahi: g +yo — 1= 0.

Resolviendo se obtiene F’' = (zg,y0) = (0,1).



La ecuacién de la elipse es entonces:

\/(m—1)2+y2+\/xQ—I—(y—l)Q:cte

Para hallar la constante imponemos que la cénica pasa por el punto dado (1,1):

V=12 +12 4 /12 4 (1 - 1)? = cte = cte = 2.

Obtenemos:

V-2 42 4/ 1y -1 =22 (@ - 1) +42 =2 /2 + (y - 1)?

Elevando ambos miembros al cuadrado:

x2—2x+1+y2=4+22+y2—2y+1—4\/3:2+(y—1)2:>2\/12+(y—1)2:x—y+2

Elevando de nuevo:
4:(:2—i-4y2 —8y—|—4:ac2—i-y2 —2zxy +4r — 4y + 4

y simplificando:
3x2+2xy+3y2 —4dx — 4y = 0.

(2.5 puntos)



