Algebra Lineal II Soluciones al Examen Final

Ejercicio tnico (3 horas) 10 de junio de 2019

1.— De una forma bilineal simétrica f : R x R® — R se sabe que:

~—

- ker(f) = L£{(1,0,1)}.

- Los vectores (1,0,0) y (1,1,1) son conjugados respecto de f.

- Siw es la forma cuadrdtrica asociada a f, w(1,0,0) = w(1,1,1) = 2.
Se pide:

Hallar la matriz asociada a F respecto de la base candnica.

Comenzamos trabajando en una base sobre la cual tenemos informacién y por tanto respecto a ella sera
més facil obtener la matriz pedida:

B ={u; =(1,0,1),us = (1,0,0),us = (1,1,1)}

Es base de IR® porque son tres vectores en un espacio de dimensién 3 y ademés indpendientes porque
vemos que la matriz de coordenadas tiene rango 3:

1 01 1 0 1 1 0 1
rgl1 0 0]=rg( 0 O -1 ] =7rg(0 1 0]1=3
1 1 1 0 1 0 0 0 -1

Dado que u; = (1,0,1) € ker(f) entonces f(u1,v) = 0 para cualquier vector v € R®.
Como uz = (1,0,0) y ug = (1,1,1) son conjugados entonces f(uz,us) = 0.

Por tltimo si w(1,0,0) = w(1,1,1) = 2 entonces por definicién de forma cuadrética asociada a una
forma bilineal simétrica f((1,0,0),(1,0,0)) = f((1,1,1),(1,1,1) = 2.

Como la matriz asociada Fp cumple por definicién que (Fg)i; = f(u;,u;) y es simétrica (por ser f
simétrica) deducimos que:

flur,ur)  fui,ug)  f(ur,us) 0 00
Fp=| f(ug,u1) f(ug,uz) f(ug,uz) | =10 2 0
flus,ur)  f(us,u2)  f(us,us) 0 0 2
Finalmente cambiamos la matriz a la base candnicas:
Fo = (Mpc)'FgMgpe
donde
1 11
Meg=(0 0 1
1 0 1
Yy
0 -1 1
Mpc=Mgp=|(1 0 -1
0 1 0
Operando:
0 -1 1\"/0 0 0\ /0 -1 1 2 0 -2
Fc=11 0 - 0 2 0 1 0 —-1|= 0 2 0
0 1 0 0 0 2 0 1 0 -2 0 2



(i)

(iii)

(iv)

Clasificar la forma cuadrdtica w indicando ademds su rango y signatura.

Ya tenemos diagonalizada la forma cuadratica respecto de la base B:

Fp =

o O O
S N O
N OO

Vemos que tiene rango 2 y es por tanto degenerada y signatura (2,0) y es semidefinida positiva.
Dar una base de vectores conjugados respecto de w.

Una base de vectores conjugados es una base respecto a la cual la matriz asociada es diagonal. Hemos
visto que Fp es diagonal y asi una base que cumple lo pedido es precisamente la base B:

B ={(1,0,1),(1,0,0), (1,1, 1)}.

Calcular los vectores autoconjugados.

Dado que la forma cuadratica es semidefinida positiva, los vectores conjugados coinciden con el ntcleo;
pero éste no es dado en el enunciado:

autoconj(w) = ker(f) = £{(1,0,1)}.
(1.2 puntos)

En el espacio vectorial R® se considera un producto escalar cuya matriz de Gram respecto de la base
canonica es:

Ge =

O ==
[ NGRS
N = O

Calcular la matriz asociada respecto de la base candnica de la aplicacion proyeccion ortogonal sobre el
subespacio vectorial:
V = £{(1,0,0),(0,1,0)}

Formaremos una base B con los vectores del plano V' sobre el cudl proyectamos y su recta ortogonal
V1L, porque en esa base la matriz asociada a la proyeccién es inmediata y sencilla:

1 0 0
Ps=|0 1 0
0 0 O
Tenemos:
Vi ={(z,y,2) € R%(z,y,2)-(1,0,0) =0, (x,y,2)-(0,1,0) = 0}
donde:
1
(,9,2)-(1,0,0) =0 <= (z y 2)Gc | 0] =0<«<= z+y=0
0
0
(,9,2)-(0,1,0) =0 <= (2 y 2)Gc|[1]|=0<+= z+2y+2=0
0
Por tanto:

Vi={(z,y,2) e R*lz+y =0, z+4+2y+2=0}=L{(1,-1,1)}



(i)

Entonces la base B queda:
B ={(1,0,0),(0,1,0),(1,-1,1)}

Terminamos cambiando a la base cadnicas:

Po = McpPpMpc

donde
10 1 1 0 -1
Meg=|(0 1 -1/, Mpc=Mgs=[0 1 1
00 1 0 0 1
Operando:
1 0 1 100 1 0 -1 1 0 -1
Pe=(0 1 -1 01 0 01 1})=101 1
0 0 1 0 0 0 0 0 1 00 O
(1 punto)
010
Sea T = 0 0 1| la matriz asociada respecto de la base candénica a una aplicacion lineal t en el
-1 0 0
espacio euclideo IR?.

Demostrar que T es una transformacion ortogonal.

Dado que trabajamos respecto a la base canénica que es una base ortonormal, la transformacién es
ortogonal si su matriz asociada cumple:

TLTc = Id.
Vemos que es asi:
00 -1 0 1 0 1 00
TETe=(1 0 0 00 1]=]0T1o0
01 0 -1 0 0 00 1

Clasificar y describir geométricamente la transformacion t.

Para clasificar comenzamos calculando el determinante de la matriz asociada. det(T) = —1. Se trata
por tanto de un giro compuesto con una simetria respecto al plano perpendicular al eje de giro.

El semieje de giro estd generado por un autovector asociado al autovalor —1:

T 0 r+y=0
T+Id|y]|=[0] <= y+2=0
Z 0 r+2z2=0

y podemos tomar por tanto u; = (1,—1,1).
El angulo « de giro cumple:

traza(T) + 1

—14 2cos(a) = traza(T) < « = tarcos ( 5

) = +arcos(1/2) = £n/3.

Para averiguar el signo del angulo utilizamos que este coincide con la orientacién de una base cuyo
primer vector sea el semieje de giro, el segundo un vector cualquiera y el tercero el vector transformado:

B = {(17 _1a 1)7 (170a0)’t(17030) = (0707 _1)}



y asi:

1
signo(a) = signo(det(Mcpg)) = signodet | —1
1

Finalmente el plano de simetria es perpendicular al semieje generado por u; = (1,—1,1):

ulL = {<x’yaz) € IR3|(1,—1,1) ’ (x,y,z) = 0} = {(m,y,z) € IR3|‘T —y+tz= 0}

En definitiva se trata de un giro de dngulo —7/3 y semieje generado por (1, —1,1) compuesto con una
simetria respecto al plano de ecuaciéon x —y + z = 0.

(1 punto)

Razonar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.
La traza de la matriz asociada a una simetria respecto a una recta en el plano es 0.

VERDADERO. La traza de la matriz de una aplicacién no depende de la base respecto de la cual se
trabaja, porque la traza se conserva por semejanza. Entonces si es una simetria en el plano respecto a
una recta, en una base adecuada (primer vector el eje de simetria y segundo ortogonal a él) la matriz

asociada es:
1 0
0 -1

y por tanto su traza (respecto a cualquier base) es 1 4+ (—1) = 0.

Si la matriz asociada a una transformacion ortogonal en el plano tiene traza 0 entonces es una simetria
respecto a una recta.

FALSO. Por ejemplo si consideramos una matriz de giro de dngulo 7/2:
cos(m/2) —sin(w/2)\ (0 -1
sin(w/2)  cos(n/2)) \1 0

tiene traza 0 y obviamente NO es una simetria respecto a una recta.

Una simetria en el espacio respecto a una recta es una transformacion inversa.

FALSO. Una simetria respecto a una recta en el espacio corresponde a un giro de dngulo 7. Una matriz
de giro tiene determinante positivo y por tanto se trata de una trasnformacién directa.

En el espacio, la composicion de una simetria respecto a un punto y una simetria respecto a un plano
stempre es un giro.

VERDADERO. La matriz asociada a una simetria respecto a punto respecto de cualquier base es —Id,
tiene determinante —1. La matriz asociada a la simetria respecto a un plano tiene determinante —1
también. Por tanto su composicion esta representada por una matriz producto de esas dos y entonces
con determinante (—1)(—1) = 1: se trata de un giro.

(1 punto)

En el espacio afin R® se consideran el plano m y la recta v de ecuaciones:

r+y—3=0

m:x+2z—1=0, r:{
y—z=20

Demostrar que ™ y v son paralelos.

El vector normal del plano es 7 es 7, = (1,0, 1).



6.—

(i)

Pasamos la recta r a paramétricas para hallar un punto de la misma y su vector director. Para ello
resolvemos el sistema que forman sus ecuaciones:

r=3—y, z=1y.

Queda:
(xayvz) = (3 - >‘v>\a )‘) = (33070) + )‘(_17 11 1)

Vemos que (3,0,0) no satisface la ecuacién de 7 y asi recta y plano no son coincidentes; ademds el
vector normal del plano es perpendicular al vector director de la recta:

(1,0,1)- (-1,1,1) ==-14+1=0
y deducimos entonces que recta y plano son paralelos.

Hallar la ecuacion de un plano paralelo a m y que equidiste de la recta y del plano dados.

Calcularemos una recta que pase por un punto A de la recta dada y corte perpendicularmente al plano
en un punto A’. El plano buscado sera el paralelo al inicial y que pase por el punto medio de A y A'.

Tomamos A = (3,0,0). La recta que pasa por A y es perpendicular al plano tiene por ecuacién vectorial:
(z,y,2) =(3,0,0) + p(1,0,1) = (3 + 1,0, ).
Sustituimos en la ecuacién del plano 7 para intersecar:
3+pu+p—1=0 <= p=-1
De donde A" = (3 —1,0,—1) = (2,0, -1).
El punto medio entre Ay A" es M = (A4 A")/2 = (5/2,0,—1/2).

Un plano paralelo a 7w : z+2—1 = 0 tiene su mismo vector normal y entonces es de la forma x+z4c = 0.
Imponemos que pase por el punto M:

5 1
5*54’(3—0

de donde ¢ = —2. El plano buscado es x + z — 2 = 0.
(1 punto)

En el espacio afin R® se consideran los puntos A = (1,1,1), B = (2,1,-1), A’ = (1,2,2) y
B' = (3,2,-2).

Dar la ecuacidn de una homotecia que lleve los puntos A y B respectivamente en A’ y B’.

La homotecia pedida debe de tranformar el vector AB en el vector A’B’. En particular si k es la razén
de la homotecia se tiene que cumplir que:

kAB = A'B'.



(iii)

Pero AB=B— A= (1,0,-2)y AB' = B'— A’ = (2,0, —4) de donde k = 2.

Ahora la homotecia es de la forma:
t(X)=C+Ek(X-0C)

siendo C el centro de la misma. Por tanto:

A =tA)=C+kA-C) < C= ﬁ(A’—kA):—(A’—QA):2A—A’=(1,0,0).

Por tanto la ecuacion de la homotecia es:

t(z,y,2) = (1,0,0) + 2((z,y,2) — (1,0,0)) <= t(z,y,2) = 2z — 1,2y,22)

Demostrar que los cuatro puntos A, B, A’, B’ son coplanarios.

Método I: Por ser una homotecia la recta que une un punto y su transformado pasa por el centro de
la misma. Por tanto las rectas AA’ y BB’ pasan por un punto, y asi son rectas coplanarias.

Meétodo II: Los cuatro puntos son coplanarios si los vectores que unen tres de ellos al cuarto son
coplanarios, es decir, dependientes. Pero:

AB=B—-A=(1,0,-2), AA =A—-A=(0,1,1), AB =(2,1,-3)

Los vectores son coplanarios si la matriz de coordenadas tiene rango 2:

1 0 -2 1 0 — 1 0 -2
rg 0 1 1] =rg|0 1 1) =rg{0 1 1] =2
2 1 =3 0 1 1 00 O

Hallar el drea del cuadrildtero que tiene por vértices los cuatro puntos dados.

El 4rea del cuadrildtero pedido es el drea del tridngulo C' A’ B’ menos el del tridngulo CAB. Dado que
el primero surge del segundo al aplicar una homotecia de razén k = 2, la relacién entre sus areas es:

drea(CA'B’) = k* - drea(CAB) = 4 drea(CAB)
Por tanto:

drea cuadrildtero = drea(CA'B') — édrea(CAB) = 3 drea(CAB) = 3 - %HC_"A x CB|

donde
. €1 () €3
CAxCB=|0 1 1|=-2 —es—e5=(-2-1,-1)
1 1 -1
y:
1 = =
rea cuadrildtero = 3 - §||C’A x CB| = %\/(72)2 +(-1)2+(-1)2 = ¥

(1.3 puntos)



7.— En el plano afin se considera una familia de conicas que depende de un pardmetro p:

2 — 2pxy +y* +4pr —4=0

(i) Clasificar la cénica en funcidn del pardmetro p.

Clasificamos la cénica en funcién de lo signos del determinante de la matriz asociada y de la matriz de
términos cuadraticos.

1 =p 2p
A=|-p 1 0 |, T:(1 _p>.
2 0 —4

Tenemos:
det(A) = —4 — 4p* + 4p* = —4, det(T) = 1 — p?

Para distinguir casos vemos donde se anulan. Es claro que det(A) no se anula nunca y det(T) = 0

cuando p? =1 es decir p =1 6 p = —1. Obtenemos:
det(A) det(T) tipo
p<—1 — - hipérbola
p=-—1 — 0 parabola
-l<p<l1 — + elipse real
p=1 — 0 parédbola
p>1 — — hipérbola

(ii) Para p =1 hallar:

Las matrices asociadas con p = 1 quedan:

e
/.
/1 0

—

(ii.a) El centro, los ejes, las asintotas y la excentricidad.

Para p = 1 hemos visto que es una parabola. Por tanto sabemos directamente que no tiene ni centro,
ni asintotas y la excentricidad es e = 1.

El eje es la recta polar del autovector de T' asociado al autovalor no nulo.

Calculamos los autovalores de T' como raices del polinomio caracteristico.

det(T—1d)=0 < (1-X)2-1=0 <= A2-A)=0 <= A\ =26\ =0.



Los autovectores asociados al 2 cumplen:

(T—21d)(”y”) = (8), T+y=0

Tomamos entonces como autovector asociado al 2 un vector que cumpla la ecuacién anterior: u; =
(1,-1).

El eje es su recta polar:

x
(1 =1 0)A|ly | =0<+= 2z—-2y+2=0<«<= z—y+1=0.
1

(ii.b) La ecuacidn reducida, las ecuaciones de cambio de referencia y el foco.

Para una pardbola la ecuacién reducida es de la forma:
Mz —2dy” =0

— 4
A

donde \; es el autovalor de T asociado al autovalor no nulo y d = . En nuestro caso queda:

[—=|A| 4
= = —_ = 2
d — 5 V2

9412 _ 2\63// -0

que podemos simplificar y reescribir como:

La ecuacion reducida resulta:

2
siendo p’ = - el parametro de la parabola.

Las ecucaciones de cambio de referencia son de la forma:

x a x
<y> - <b> o (y)
donde P la matriz de autovectores de 7" normalizados y (a,b) el vértice.

El autovector us asociado al cero ha de escogerse de forma que (*):

(a13,a23) - uz <0
Los autovectores asociados al cero cumplen :

()-(0) o

Escogemos en principio us = (1, 1) verificando esa ecuacién. Comprobamos la condicién (*):
(270) ’ (1v 1) >0

Vemos que no se cumple y asi cambiamos de signo al autovector tomando us = (—1,—1).



Normalizamos los autovectores:

Uy (1,-1) 1 Uy (—1,-1) 1

o VA A 7 B[ e VAl

El vértice es la interseccién del eje y de la conica:

0=ua?—2zy+1y°+4oz —4
O=xz—-y+1
De la segunda y = x + 1 y sustituyendo en la primera:

2 —2x(x+ 1)+ (x+1)>+42—-4=0
22 —222 2z 4+ 2%+ 2 +1+42—4=0

4r =3
L3
4

7
ydeahiy=2+1= T El vértice queda V = (3/4,7/4).

La ecuacién de cambio de referencia queda:
"\ (3/4 + 1 1 -1 x
y' ) \T7/4 V2 \-1 -1 Y

El foco en la nueva referencia es el punto F = (0,p/2) = (0,4/2/4). Lo pasamos a la referencia de
partida:

(5)- G4 2 (8- () (3)- ()
(1.5 puntos)

Hallar la ecuacién de una cénica sabiendo que su centro es el punto (1,0), tiene una asintota paralela
a la recta x =y y pasa por los puntos (1,1) y (2, 3).

Seguiremos la siguiente idea:

1- Las asinotas pasan por el centro, por tanto podemos hallar la recta paralela a la dada y pasando por
el centro: sera una de las asintotas de la cénica.

2- El simétrico del punto (1, 1) respecto del centro también pertenece a la cénica.

3- Con lo anterior podemos construir el haz de cénicas conocida una asintota y dos puntos.




4- Finalmente imponemos que la cénica buscada pase por el punto (2, 3) para conlcuir.
1- Una recta paralela a = y es de la forma x — y + ¢ = 0. Imponemos que paser por el centro (1,0):
1-04+c=0=c=-1
La asintota es x —y — 1 = 0.
2- El simétrico del punto A = (1, 1) respecto del centro C' = (1,0) es un punto A’ cumpliendo:
A4 A

=C=A=2C-A=(2,0)—-(1,1) = (1,-1).

3- El haz conocida una asintota y dos puntos esta generado por el producto de la asintota con la recta
que une los puntos dados y el producto de las paralelas a las asintota que pasan por los puntos dados.

La recta AA’ siendo A= (1,1) y A’ = (1,—1) es larecta © = 1 es decir z — 1 = 0.

La recta paralela a la asintota y que pasa por A = (1,1) es de la forma 2 —y + d = 0. Imponiendo que
pase por A queda d =0y la rectaes ¢ —y = 0.

La recta paralela a la asintota y que pasa por A’ = (1,—1) es de la forma z — y + g = 0. Imponiendo
que pase por A’ queda g —2 y larectaes z —y — 2 = 0.

Por tanto el haz queda:

Az —y-DE-D+@E-ylr-y-2)=0

4. Tmponemos que el punto (2, 3) pertenezca a la cénica del haz:
A2-3-1D2-1)+(2-3)(2-3-2)=0 <= -20A+3=0 < A =3/2

La cénica queda:

3
@—y-Dz-N+@-ylr-y-2)=0
3 —xy—x—a4+y+1)+2* - 22y +y? — 20 +2y) =0
322 —3zy — 62 + 3y + 3+ 222 —day + 2% —dx + 4y =0

522 — Toy +2y*> — 102+ Ty +3=0

(1.4 puntos)

9.— Dada la cuddrica de ecuacidn:
22 —2xy— 1y —8yz— T2+ 20 —6y—62+1=0
clasificar la superficie y esbozar un dibujo de la misma.

La matriz asociada a la cuadrica es:

1 -1 0 1

-1 -1 -4 -3

A= 0 -4 -7 =3
1 -3 -3 1

Para clasificar la diagonalizamos por congruencia teniendo en cuenta que la ultima fila no puede ser
sumada a las demds, multiplicada por un ntimero o cambiada de posicion:

1 0 0 0 1 0 0 O
AHL(;)Hgl)uﬁ;)Mif)l) 0 —2 —4 -2 Hgif)Hﬁl)ugi;Q)Wki;l) 0 -2 0 0 N
0 -4 -7 -3 0 0 1 1
0o -2 -3 0 0 01 2
1 0 0 O
H41_(—>1);L4i—>1) 0 -2 0 0
0 01 0
0 0 0 2



La signatura es (+,+, —; +). Se trata por tanto de un hiperboloide de dos hojas.

(0.6 puntos)



