Algebra Lineal II Soluciones al Examen Final
Ejercicio tnico (3 horas) 12 de julio de 2019

1.— Dado un pardmetro p, se considérase una forma cuaddtica w en IR® de matriz asociada en la base
canonica:

1
o= P
p

S
" e

(i) Clasificar la forma cuadrdtica w en funcidn de p indicando ademds rango y signatura.

Para clasificar la forma cuadratica diagonalizamos su matriz asociada por congruencia, es decir,
realizando las mismas operaciones elementales fila y columna

1 0 0
Fe Hm_(;p)Hﬁl)uzi;p)ua:l) 0 4 p2 0
0

0 p—1

El tipo de forma cuadratica depende de los signos de la diagonal. Para ver los casos limite de cambio
de signo, estudiamos cuando se anulan estos elementos, dependiendo del valor de p:

4—p?* =0 <= p’ =4 — p=42
p—1=0<«= p=1

Entonces distinguimos los siguientes casos:

pardmetro signatura rango tipo
p< =2 (1,2) 3 indefinida, no degenerada
p=-2 (1,1) 2 indefinida, degenerada
—-2<p<l1 (2,1) 3 indefinida, no degenerada
p=1 (2,0) 2 semidefinida positiva, degenerada
l<p<?2 (3,0) 3 definida positiva, no degenerada
p=2 (2,0) 2 semidefinida positiva, degenerada
p>2 (2,1) 3 indefinida, no degenerada

(ii) gPara qué valores de p la forma cuadrdtica dada define un producto escalar?.
La forma cuadrética es un producto escalar si y sélo si es definida positiva, es decir, cuando 1 < p < 2.
(iii) Parap =1 hallar los vectores autoconjugados expresando el resultado de la manera mds sencilla posible.

Para p = 1 hemos visto que la forma cuadratica es semidefinida positiva. Por tanto los vectores
autoconjugados coinciden con el nicelo:

x 0 1 1 1 T 0
+y+2=0
(r,y,2) €ker(w) <= Fo|ly|=(0] < (1 4 1 y|=(0] < rTYTE
p 0 11 1) \z 0 z+dy+z=0

Resolviendo el sistema paramétricamente se obtiene:

autoconj(w) = ker(w) = L{(1,0,-1)}.

(iv) Para p =2 hallar una base de vectores conjugados.



Una base B de vectores conjugados es aquella en la cual la matriz asociada es diagonal. Para
calcularla basta realizar sobre la identidad las mismas operaciones columnas realizadas en el proceso
de diagonalizacion, obteniendo de esta forma la matriz M¢cp:

1 -2 -1
Fo G (g o) = Mg
0 0 1

y asi:
B ={(1,0,0),(-2,1,0),(—-1,0,1)}.

(1.2 puntos)

2.— En el espacio vectorial R?® se considera la base B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} y un producto escalar
cuya matriz de Gram respecto de la base B es:

1 1 0
Gp=1[1 2 1
01 2

Dados los vectores v = (1,0,1), @ = (0,1,1) calcular @ - T, ||ul|, ||v]| v el dngulo que forman.

Para poder haces los cdlculos primero obtenemos la matriz de Gram del producto escalar respecto de

la base candnica:
¢

donde .
11 1\ 1 -1 0
Mpc=Msp=[0 1 1 =10 1 -1
0 1 0 0 1
Operando:
1 0 0 1 1 0 1 -1 0 1 0 -1
Ge=[-1 1 0 1 2 1)J]10 1 —-1})=1 01 O
0 -1 1 01 2 0 0 1 -1 0 2
Ahora:
0
@-7=(1 0 1Gc|1]=1
1
1
|E|| = +Vi-u= (1 0 1)Geg| 0] =1
1
0
|7l =4+VE-T=+ (0 1 1)Gec|1|=V3
1
Finalmente:

ang(, V) = arccos (M) = arccos (1) = arccos @
’ ||| V3 3 )

(1 punto)



3.— En el espacio euclideo R? con el producto escalar usual y orientacion positiva dada por la base candnica
dar la matriz Tc de un giro de dngulo /2 y semieje generado por el vector (0,1,1). Hallar TEL.

Calcularemos primero la matriz de giro en una base auxiliar ortonormal y bien orientada B =
{d1, Us, 3}, donde el primer vector debe de ser el generador semieje normalizado. Para ello primero nos
preocupamos de calcular tres vectores ortogonales B’ = {¥y, U, U3}, siendo @7 = (0,1,1) el generador
de semieje.

Buscamos U5 ortogonal a v7, es decir, cumpliendo o7 - v = O:
(z,y,2)-(0,1,1) =0 <= y+2=0.

Tomamos un vector cumpliendo esa ecuacién; por ejemplo v = (0,1, —1).

Buscamos v3 ortogonal a ¢ y U2 es decir cumpliendo la condicién anterior y ademds que v - U3 = 0:
(z,9,2)-(0,1,1) =0 <= y+2=0
(z,9,2)-(0,1,-1) =0 <= y—2=0

Escogemos un vector cumpliendo ambas ecuaciones; por ejemplo @3 = (1,0,0). Hemos obtenido una

base ortogonal:
B’ ={(0,1,1),(0,1,-1),(1,0,0)}.

Comprobamos su orientacién analizando el signo de det(Mcp):

det(MCB/) = det

0
1 = —2 <0 <= orientacién negativa

== O
SO =

1

Corregimos la orientacién cambiando de signo a v5. Finalmente normalizamos los vectores:

OLY (1 1) O-LD) (1 1) (1L00) _
10.L D) (0\@\@) 10, ~1,1)] (0’ ﬂﬁ) iw,0,0 ~ M0

1 1 1 1
Entonces B = 0,—,—1),(0,——,—],(1,0,0) . En esta base sabemos que:
(0757) (0-7) 000 “

1 0 0 10 0
Tg=|0 cos(w/2) —sin(x/2) | =0 0 -1
0 sin(m/2)  cos(w/2) 01 0

Finalmente la cambiamos de base:
Te = McpTpMpe = MopTs Mg = MeopTpMEp,

donde 0 1/\/5 1/\/§
Mep= {0 —1/v2 1/v2
1 0 0

y Maé = M( 5 porque es una matriz de cambio de base entre dos bases ortonormales. Operando

resulta: 0 _1/\/5 1/\/5
Tc = 1/V2 /2 1/2
—1/V2 /2 1/2

Calculemos ahora T3'. Como T es una matriz de giro de 90°, T es una matriz de giro de 4-90° = 360°,
es decir, T = Id. Por tanto:

Tg{)l — Té~150+1 — (Té)150 . TC — Id150 . TC — TC

(1 punto)



4.—
(i)

(iii)

Razonar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.
Si T es la matriz asociada a un giro en IR® entonces traza(T) > —1.

VERDADERO. Sabemos que la traza de la matriz asociada a un endomorfismo no depende de la base
porque la traza se conserva por semejanza. Entonces en una base adecuada sabemos que la matriz de
giro es:

1 0 0
Tg=[0 cos(or) —sin(a)
0 sin(a)  cos(a)

y entonces:
traza(T) = traza(Tp) =1+ 2cos(a) <1+2(-1) = —1.

La composicion de dos simetrias respecto a una recta en el plano es una nueva simetria respecto a una
recta.

FALSO. Una simetria respecto a una recta en el plano es una transformacién inversa; la composicién
de dos tranformaciones inversas es una directa, es decir, un giro.

De hecho, como contraejemplo trivial basta considerar la composicién de una simetria respecto a una
recta consigo misma. Es claramente la identidad que NO es una nueva simetria respecto a una recta.

Si dos bases tienen la misma orientacion entonces el determinante de la matriz de cambio de base entre
ellas es 1.

FALSO. Dos bases tiene la misma orientacién si el determinante de la matriz de cambio de base entre
ellas es positivo, pero NO necesariamente uno. Por ejemplo C' = {(1,0),(0,1)} vy B = {(1,0),(0,2)}

tienen la misma orientacién pero det(Mcp) = det (é (2)) =2#1.

Si T es una transformacion inversa en IR® y 1 es autovalor de T entonces la transformacion es una
stmetria respecto a un plano.

VERDADERO. Si T es una transformacién inversa en IR® es un giro compuesto con una simetria
respecto al plano perpendicular al eje de giro. Tiene un autovector asociado al —1 que es el precisamente
el eje de giro. Si tiene un autovector ¥ asociado al 1 ha de ser perpendicular al eje de giro (porque en
transformaciones ortogonales autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales). Entonces
sobre ese vector ¥ actia el giro; pero si esta asociado al 1 cumple que ¢(¥) = 1-¢ = ¥ y por tanto el
giro es de cero grados.

En resumen la transformacién inversa en IR? es un giro de &ngulo CERO compuesto con una simetria
respecto al plano perpendicular al eje de giro, luego es simplemente una simetria respecto a un plano.

(1 punto)

En el plano afin euclideo R? se consideran los puntos A(—1,3) y B(3,1). Hallar la ecuacidn implicita
del lugar geométrico de puntos P del plano que hacen que el tridngulo APB es rectingulo en P. ;Qué
tipo de conica se obtiene? Calcula su centro.

Sea P = (z,y). El éngulo P en el tridngulo APB es el que forman los vectores AP y BP. Para que
sea rectangulo tienen que ser ortogonales:

AP . BP=0 < (z+1,y—3)-(2—3,y—1)=0 < (z+1)z—-3)+@y—-3)(y—1)=0

Operando queda:
2?4 9% — 2z — 4y = 0.

Es una ecuacién de grado 2 y por tanto es una cénica. Su matriz asociada y de términos cuadréticos

son:
1 0 -1
A= 0o 1 -2, T_<(1) (1))
-1 -2 0



Como |A] < 0y |T| > 0 se trata de una elipse real (de hecho una circunferencia). Su centro (a,b) se
obtiene resolviendo
a

Alb])=(0 0 h) <= a—-1=0,0—2=0
1

de donde centro = (1,2).

centro

Nota: Puede obtenerse la misma conclusién directamente completando cuadrados:
2ty -2 —dy=2 20+ 1+y* —dy+4—-1-4=(x-1)*+(y—-27?-5

Por tanto la ecuacion es:

(x—-1)*+(y—2)*=5

es decir una circunferencia de centro (1,2) y radio V/5. De hecho es la circunferencia que tiene por
didmetro el segmento AB.

(0.8 punto)

6.— En el espacio afin E3 se considera un octaedro regular de vértices ABCDEF con A = (0,0,0),
B=(1,0,1) y D = (1,0,—1).

(i) Hallar las coordenadas de todos los vértices del octaedro.

Observamos que:
C=B+AD=B+D—-A=(1,0,1)+ (1,0,—1) — (0,0,0) = (2,0,0).

Ahora los vértices E y F estan sobre la recta perpendicular al cuadrado ABCD y que paso por su
punto medio M. Se tiene que:

_A+C _ (0,0,0)+(2,0,0)
2 2

M

= (1,0,0).

El plano ABC es:



El vector normal del plano es 77 = (0, 1,0). Entonces los vértices E y F tienen coordenadas de la forma:
M+ Mt = (1,0,0) + A(0,1,0) = (1, A, 0).

Finalmente imponemos que d(A, E) = d(A, F) = d(A, B):

VI=02+A=02+0-02=/1-02+0-02+(1-0)2 <= 14+A2=2 < \==+1.

Concluimos que:

E=(1,1,0), F=(1,-1,0).

(ii) Hallar su drea, su volumen y el radio de la esfera circunscrita.

El area es 8 veces la de cualquiera de sus caras triangulares:

1, - - 1
Sirea(ABE) = 8- [ AB x AB| = 8- 5]/(1,0,1) x (1,1,0)]| = 4V3.

El volumen es dos veces el de la pirdmide ABCDE:

o St o1,
2vol(ABCDE) = 2 |[AB, AC AE)| = 5 ||2 0 0]|= 4.
01 1

W =

El radio es la distancia del centro a cualquiera de sus vértices:

d(M,A) =+/(1-0)2+(0—0)2+ (0—0)2 = 1.

(iii) Calcular el dngulo que forman dos caras del octaedro.

Hallamos los planos que contienen a las caras ABE y ABF. El angulo pedido es el que forman sus
vectores normales.

Plano ABE:
r—0 y—0 z-0
det|1-0 0-0 1-0)=0<«<= z—-y—2=0, 7;=(1,-1,-1).
1-0 1-0 0-0
Plano ABF":
x—0 y—0 z-0
det| 1-0 0-0 1-0]=0<«= 24+y—2=0, 7y=(1,1,-1).
1-0 -1-0 0-0

El dngulo pedido es:
arcos | ————=— | = arcos =arcos | — | .
(172 [[]]772] 1L, =1, DI, 1, =1)]] 3

(iv) Calcular la proyeccion ortogonal del punto E sobre el plano que contiene a los vértices D,C, F.

La proyeccion se obtiene interescando el plano DC'F' con la recta perpendicular a él que pasa por E.
El plano DCF es:
r—2 y—20 z—0

det|1-2 0-0 —-1-0]|=0+=2-y—2-2=0, ii=(1,-1,-1).
1-2 -1-0 0-0



La recta ortogonal al plano que pasa por E es en paramétricas:
(x,% Z) = (15 170) + )‘(17 _la _1) = (1 =+ /\a 1- Aa _/\)
Sustituimos en la ecuacién del plano para intersecar:

2
(1—1—)\)—(1—)\)—(—)\)—2:0<:>3)\—2:O<:>)\:§.
La proyeccion pedida es:
2 51 2
1,1 -(1,-1,-)=|-,=,—2 | .
1.0+ 5010 = (5.5.-3)

(1.5 puntos)

7.— En el plano afin se considera la conicas de ecuacion:

2 —day+y? -2 —4dy—4=0

(i) Clasificar la conica y hallar su ecuacion reducida.

Para clasificar la conica calculamos los determinantes de las matrices asociada y de términos cuadraticos:

1 -2 -1
A=|-2 1 =2, T(; f)
-1 -2 —4

Entonces |A] = —1 >0y |T| = —3 < 0. Se trata de una hipérbola.

La ecuacion reducida es de la forma:
)\11‘//2 + )\2y//2 + d — 0

donde A1, Az son los autovalores de T'y d = |A|/|T| = 1/3.

Calculamos los autovalores de T' como raices del polinomio caracteristico:

T —Md =0 <= (1-XA)?>—=(-2?=0 < (-1-N)3B3-XN)=0

Obtenemos A\; = —1 y Ag = 3 (colocamos en primer lugar el autovalor con el mismo signo que |A| para
que la forma reducida tenga el eje focal sobre el eje OX").
Queda:
_x//2 + 3y//2 + % — 0 x//Q _ 3y//2 — }
La reescribimos en la forma usual:
12 12

£ Y

32— 9y =1 = - -2 _=1
v /3 1/9



(ii) Hallar el centro, los ejes, la excentricidad y la distancia entre los dos focos.

De la eucacién reducida obtenida antes:

1,//2 y//2

31

tenemos que a? = 1/3 y b? = 1/9. Entonces:

c=\/a2—|—b2=\/m=2/3.

excentricidad = — = ——0—= = ——.

La distancia entre focos es 2¢ = 3

El centro es el punto (s,t) verificando:

s 0
Alt ]| =10 < s—2t—1=0, —2s+t—2=0.
1 0

-5 —4
Resolviendo resulta centro = (3, 3>
Los ejes son las rectas polares de los autovectores de T asociados a autovalores no nulos.

Calculamos los autovectores asociados a A\ = —1:

e (5)=0) = (5 3) ()= () = -

Tomamos un vector cumpliendo la ecuacién: u; = (1,1).

Calculamos ahora los autovectores asociados a A\ = 3:

s (5)-(8) = (3 (1)~ (2) =

Tomamos un vector cumpliendo la ecuacién: us = (1, —1).

Los ejes quedan:

x
(1 1 0)Aly| =0« —z2—y—3=0<«<= z+y+3=0
1

x
(1 =1 0)A|y ] =0« 32x—-3y+1=0
1

(iii) Hallar las tangentes exteriores a la cdonica que pasan por el punto (0, —1).

Calculamos la recta polar rp del punto P = (0, —1). Las tangentes son las rectas que unen P con los
puntos de corte de la recta polar y la cénica.

La recta polar es:

x
(0 -1 NA|y | =0<«<= z—-3y—2=0.
1



Intersecamos con la cénica:

r—3y—2=0
2 —day 4y -2 -4y —4=0
Despejando en la primera ecuacién x = 3y + 2 y sustiyuendo en la segunda:
(By+2)° —4y(By +2) +y> —2(3y +2) —4y —4=0.

Simplificando:
v +3y+2=0,

y resolviendo:

=-16 —2

-3++v32-2-4
y:
2

Siy = —1entonces x =3y+2=3(—1)+2=—1. Siy=—2entonces x =3y +2=3(-2)+2=—4.
Los puntos de interseccién quedan R = (—=1,—-1) y S = (-4, —2).

Las tangentes pedidas son:
- Larecta PR que une P = (0,—1) y R=(—1,—-1) que es y = —1.
- La recta PS que une P = (0,—1) y S = (-4, —2):

z—0 y+1
- s p—Ady—4=0.
—4-0 —2+1 T 0

(1.5 puntos)

8.— Hallar la ecuacién de una elipse sabiendo que un foco estd en el punto F(0,2), un eje es la recta
2z —y — 3 =0 y pasa por el punto (4,—1).

Seguiremos estos pasos:
- Calculamos el segundo foco F’ como el simétrico de F' respecto al eje dado.

- Usamos la ecuacion de la elipse como lugar geométrico de puntos cuya suma de distancia a los focos
es constante:

d((xay)’F) + d((m,y),F’) =k

- Hallamos %k imponiendo que pase por (4, —1).

El simétrico F' = (a,b) de F respecto al eje 2z —y — 3 = 0 cumple dos condiciones:

- El punto medio de F' y F’ pertence al eje. El punto medio es:

F+ F
2

— (a/2,1+b/2)
Imponemos que perteneza al eje:

a—1-b/2-3=0 <= 2a—b=28.



- El vector FF' es perpendicular al eje o equivalentemente paralelo a su vector normal (2, —1):

a—0 b—2
= — 2b = 4.
5 — <~ a—+2b

Resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones se obtiene:

F' = (a,b) = (4,0).

La ecuacién del la elipse queda:

d((z,y),(0,2)) +d((z,y),(4,0) =k = Va2 +(y =22+ (z — 42 +y> =k

Imponemos que pase por (4,—1):

E=42+(-1-22+/(4—-4)2+(-1)2=6

La ecuacién queda:

Va2 +(y =22+ (z —4)2 + 2 =6
Operando resulta:
522 + dzy + 8y* — 24z — 24y = 0.

(1.4 puntos)

9.— Dada la cuddrica de ecuacidn:
22 4292 + 522 + 2wy + 4wz + 6yz + 22+ 2y + 62 =0
clasificar la superficie y esbozar un dibujo de la misma.

Su matriz asociada es:

S

Il
— N = =
—= W N =
W Ot W N
S W = =

Para clasificar la diagonalizamos por congruencia teniendo en cuenta que la ultima fila no puede ser
sumada a las demds, multiplicada por un ntimero o cambiada de posicion:

100 0
A GO Ha (S Har (S 1) s (S D (S2)as (S1) 8 } } (1) .
00 1 -1
100 0
Hso(—1)ps2(—1) 0 1 0 0
7 7 1loo o 1
00 1 —1

No se puede seguir diagonalizando sin usar la cuarta fila en las formas contraindicadas. El tipo de
cuddrica depende de la signatura de la matriz de términos cuadréticos que es (4, +,0). Se trata por
tanto de un paraboloide elipitico.

(0.6 puntos)



