Algebra Lineal II Solucién del Examen Parcial

Formas bilineales y formas cuadraticas. (45 minutos)

29 de febrero de 2015

1.— EnR® se considera la forma cuadrdtica dada por:

w(x,y, 2) = 2% + az? + 2wy + 22z + 2yz.

(i) Clasificar w en funcidn de a indicando ademds en cada caso su rango y signatura.

La matriz asociada a w en la base candnica es:

1 1 1
Fe=11 0 1
1 1 a

Para clasificarla la diagonalizamos por congruencia:

1 0 0
Fe Ha (D Ha (S Dpar (G waa (51 [0y 0
0 0 a—1
Vemos que el tercer término de la diagonal se anula cuando a — 1 = 0, es decir, cuando a = 1.

Distinguimos los siguientes casos:

- Si a < 1 entonces la signatura es (1,2) y el rango 3. Se trata de una forma cuadrética no degenerada

e indefinida.

- Si a = 1 entonces la signatura es (1,1) y el rango 2. Se trata de una forma cuadrética degenerada e

indefinida.

- Si a > 1 entonces la signatura es (2,1) y el rango 3. Se trata de una forma cuadrética no degenerada

e indefinida.

(ii) Hallar una base de vectores conjugados respecto de w.

Es una base B en la cudl la matriz asociada a la forma cuadratica es diagonal. Entonces, para hallar
la matriz de cambio de base Mg, hacemos sobre la identidad las mismas operaciones columna que

hicimos en la diagonalizacién por congruencia:

1 00 Copnn (L1 -1
01 o™= 510 1 0|=Mp
00 1 0 0 1

Por tanto una base de vectores conjugados es:

B ={(1,0,0),(-1,1,0),(-1,0,1)}.

(4 puntos)



2.— En el espacio vectorial Maxs(IR) se define la forma bilineal:

(i)

(i)

(iii)

f: M2><2(]R) X M2><2(IR) — IR, f(A,B) = traza(At . B)

Hallar la matriz asociada a f respecto de la base candnica.

Comprobamos primero que es simétrica para ahorrar cdlculos en la matriz asociada:

f(B,A) = traza(B" - A) = traza((B"' - A)") = traza(A' - B) = f(A, B).

(hemos usado que la traza de una matriz coincide con la de su traspuesta).

LabasecanénicaesC:{Elz(é 8>,E2:(8 é),Eg:((; 8>,E4:(

La matriz asociada en esta base es aquella tal que:
(Fo)ij = f(Es, Ej)
Por simetria sabemos ademés que (F¢)i; = (F¢);i. Entonces:

(Fo)i = f(Ey, Ey) = traza(E - B) =1
(Fo)12 = f(Ey, Ey) = traza(EL - Ey) =0
(Fc)i3 = f(EB1, E3) = traza(E: - E3) =0
(Fo)a = f(Ey, Ey) = traza(E} - E4) = 0
(Fo)aa = f(Ey, Ey) = traza(EL - Ey) =1
(Fo)az = f(Es, E3) = traza(EL - E3) =0
(Fo)as = f(Ea2, Ey) = traza(E3 - E4) = 0
(Fo)ss = f(Es3, Es) = traza(E5 - Eg) = 1
(Fc)ss = f(E3, Ey) = traza(EL - Ey) =0
(Fo)as = f(Ey4, Ey) = traza(EL - Ey) =1
Por tanto la matriz asociada (completada por simetria) es:

1 0 0 O

01 0 0

00 10

00 01

Probar que f es simétrica.

Lo hemos visto en el apartado anterior.

Siw es la forma cuadrdtica asociada o f hallar w(A). ;Cudnto vale w <(1) %) 2.
Se tiene que w(A) = f(A, A) = traza(AtA).

Para hallar w ((1) ?) podemos operar de dos formas:

o} 3):”@2@((3 )’ (4 §)>:tmm(; ) =6

- Mediante la matriz asociada:

- Directamente:

1 0 0 O 1
1 2 01 00 2
0 0 0 1 1

=12+224+02+1%2=6.

(3 puntos)



(1) o) € su matriz asociada respecto a la base
B =1{(1,2),(1,0)}, calcular f((1,-1),(2,3)) siendo f la forma bilineal simétrica asociada a w.

3.— Sea w : R?> — R una forma cuadrdtica. Si Fg =

Primero pasamos la matriz asociada a la base canénica:

0 1 _ 0 1 _
FCMtBCFBMBCMtBC'<1 0)'MBC(MCé)t<1 O>(MCB) h

MCB:@ (1)> M}B:(? —}Z)
FC:<1(/)2 —%;)

s =0 -0(y0, ) (5)-2

donde:

Operando queda:

Ahora:

(3 puntos)



