Algebra Lineal II Solucién del Examen Parcial

Formas bilineales y formas cuadraticas. (45 minutos) 29 de febrero de 2015

1.— EnIR? se considera la forma cuadrdtica dada por:

(i)

w(zr,y,z) = 2° + ay® + 22% + 2wy + 222 + 2yz.

Clasificar w en funcion de a indicando ademds en cada caso su rango y signatura.

La matriz asociada a w en la base candnica es:

11 1
Fo=[1 a 1
11 2

Para clasificarla la diagonalizamos por congruencia:

0 0
FC Hﬂ_(—)l)H:i)l)Iwi)l)ltst)l) 0 a—1 0
0 0 1

Vemos que el segundo término de la diagonal se anula cuando a — 1 = 0, es decir, cuando a = 1.
Distinguimos los siguientes casos:

- Si a < 1 entonces la signatura es (2,1) y el rango 3. Se trata de una forma cuadrética no degenerada
e indefinida.

- Si a = 1 entonces la signatura es (2,0) y el rango 2. Se trata de una forma cuadrética degenerada y
semidefinida positiva.

- Si a > 1 entonces la signatura es (3,0) y el rango 3. Se trata de una forma cuadrética no degenerada
y definida positiva.

Hallar una base de vectores conjugados respecto de w.

Es una base B en la cudl la matriz asociada a la forma cuadratica es diagonal. Entonces, para hallar
la matriz de cambio de base M¢cp, hacemos sobre la identidad las mismas operaciones columna que
hicimos en la diagonalizacién por congruencia:

O A
0 1 o "2GCED g 1 0] = Mop
00 1 0o 0 1

Por tanto una base de vectores conjugados es:

B ={(1,0,0),(-1,1,0),(-1,0,1)}.

(4 puntos)



2.— En el espacio Po(IR) de polinomios de grado menor o igual que 2 con coeficientes reales se define la

forma bilineal:

fiP2(R) x Po(R) — R,  f(p(z),q(z)) = p(0)q(1) + p(1)q(0)

(i) Hallar la matriz asociada a f respecto de la base candnica.

Comprobamos primero que es simétrica para ahorrar célculos en la matriz asociada.

f(p(z),q(x)) = p(0)q(1) + p(1)q(0) = q(0)p(1) + ¢(1)p(0) = f(q(x), p(z)).

La base canénica es C = {p1(z) = 1, p2(z) = z,p3(z) = 2°}. La matriz asociada en esta base es aquella

tal que:
(Fe)ij = f(pi(z),pj(z))

Por simetria sabemos ademds que (F¢);; = (F¢);i- Entonces:

(ii) Probar que f es simétrica.

Visto en el apartado anterior.

(iii) Siw es la forma cuadrdtica asociada a f hallar w(p(z)). ;Cudnto vale w(l — 2x + x2) 2.

Se tiene que:
w(p(z)) = f(p(z),p(x)) = p(0)p(1) + p(1)p(0) = 2p(0)p(1)

Para hallar w(1 — 2z + 2?) podemos operar de dos formas:

- Directamente:

w(l—2z+2%)=21-2-0+0)(1-2-1+1*)=2-1-0=0.

- Mediante la matriz asociada:

2 1 1 1
w(l—2z+2%) =w((1,-2,)¢)=(1 -2 1)1 0 0 -21=0
1 00 1

(Fo)ir = f(p1(x),p1(z)) = p1(0)p1(1) + p1(1)p1(0) =1-1+1-1=
(Fc)iz = f(p1(z),p2(2)) = p1(0)p2(1) + p1(1)p2(0) =1-14+1-0=1
(Fc)is = f(p1(x),ps(x)) = p1(0)ps(1) + pr(1)ps(0) = 1-12 +1-0% =
(Fo)az2 = f(p2(2), p2(x)) = p2(0)p2(1) + p2(1)p1(0) =0-1+1-0=
(Fc)as = f(pa(), p3(w)) = p2(0)p3(1) + pa(1)p2(0) =0- 12 +1-0% =
(Fo)ss = f(ps(x),ps(x)) = p3(0)ps(1) + p3(1)ps(0) = 0 - 12 +12-0° = 0

(3 puntos)



(1) 1) essu matriz asociada respecto a la base
B =1{(1,2),(1,0)}, calcular f((1,-1),(2,3)) siendo f la forma bilineal simétrica asociada a w.

3.— Sea w : R?> — R una forma cuadrdtica. Si Fg =

Primero pasamos la matriz asociada a la base canénica:

Fo = MEoFpMpe = Mo - Id- Mpe = (Mg ) (Mcep) ™.
(11 1 (0 1/2
MCB_(Q 0)’ MCB_<1 —1/2)
_ 1 —1/2
Fo= (—1/2 1/2)'

e =0 -0(_, ) (5) -3

donde:

Operando queda:

Ahora:

(3 puntos)



