Algebra Lineal II Examen Final
Ejercicio tnico (3 horas) 26 de mayo de 2014

1.— EnIR® se considera una forma cuadrdtica w : R®> — IR. Se sabe que:
- B=1{(1,0,1),(1,0,0),(0,1,0)} es una base de vectores conjugados.
- (1,2,3) es autoconjugado, (1,0,1) € ker(w) y w(2,1,0) = 3.
(i) Hallar la matriz asociada a w respecto de la base candnica.

Comenzamos hallando la matriz asociada en la base B. Como ésta es de vectores conjugados, la matriz
asociada es diagonal:

a 0 0
Fg=(0 b O
0 0 ¢
Para aplicar las otras condiciones usando esta matriz pasamos los vectores dados a la base B. Tenemos
que:
110 0 0 1
Mecp=[0 0 1], Mpe=Msp=[1 0 -1
1 00 0 1
Por tanto:
1 3 1 1 2 0
Mpc | 2 =| -2 , Mpc| O =10 , Mpc |1 =2
3/ ¢ 2) 5 L) 0/ 5 0/ ¢ 1/ g
Entonces:

- Si (1,2,3) es autoconjugado:

0=uw(1,2,3) =w((3,-2,2)5) = (3,-2,2)F5(3,-2,2)" = 9a + 4b + 4c.

- Si(1,0,1) = (1,0,0) € ker(w) entonces:

(1,0,0)F5 = (0,0,) = a = 0.

- Si w(2,1,0) = 3 entonces:

3=w(2,1,0) = w((0,2,1)5) = (0,2,1)F5(0,2,1)" = 4b+ ¢ = 3.

Resolviendo el sistema formado por las tres ecuaciones se obtiene a = 0, b = 1, ¢ = —1. Finalmente
hacemos un cambio de base:

1 0 -1
Fo=MLYeFgMpe=| 0 -1 0
-1 0 1

(ii) Clasificar la forma cuadrdtica indicando ademds su rango y signatura.

La matriz Fp ya es diagonal. Vemos que su rango es 2 y su signatura (1,1). Por tanto la forma
cuadratica es degenerada e indefinida.

(iii) Si f es la forma polar asociada a w calcular f((1,1,0),(0,1,1)).



(iv)

Simplemente:
f((L 1»())7 (0,1, 1)) = (1,1, O)FC(O7 L 1)t =-2.

Hallar, si existe, una base B’ tal que la matriz asociada a w en tal base sea:

FB/ -

S O =
o = O
o O O

Teniendo en cuenta que la matriz Fps tiene la misma signatura que la forma cuadratica dada si es
posible encontar la base con la matriz asociada indicada. Como el cambio de base de una matriz
asociada a una forma cuadratica se realiza por congruencia, tratamos de llegar de la matriz Fg a Fg
haciendo operaciones elementales fila y las mismas en columna:

00 0) -1 0 0
Fg=[(0 1 o] =32 010
0 0 -1 000

La matriz de cambio de base Mpp/ se obtiene haciendo las mismas operaciones columna sobre la
identidad:

1 0 0 0 0 1
01 0|20 1 0]=Mzgp.
0 0 1 1 0 0
Por tanto:
01 1
Mcp = McepMpp = |1 0 0
0 0 1

Y asi la base pedida es la formada por las columnas de esta matriz:

B ={(0,1,0),(1,0,0), (1,0,1)}.

Sea R? el espacio euclideo con el producto escalar usual y la orientacion positiva dada por la base
candnica. Se considera el endomorfismo:

I V2 1 1 V2 V2 V2
P TRy T Ty ERt T Y T Ayt T Y

1
t:R® — IR, t(m,y,z)z(ﬂc—i—lj-&- -z +

Probar que t es una transformacion ortogonal.

Para que sea ortogonal su matriz asociada respecto a una base ortonormal (por ejemplo la candnica)
ha de cumplir T¢ T} = Id. Pero:

N

1/2 /2 V2/2 1
Te=1| 1/2 172 =22 == 1
V2/2 V220 2\v2

g»—w—l
°%

Y por tanto efectivamente TcT, = Id.
Describir geométricamente la transformacion t.

Primero calculamos el determinante de la matriz asociada T¢. Si es 1 se trata de un giro; si es —1 se
trata de un giro compuesto con una simetria respecto al plano perpendicular al eje de giro.

Tenemos det(T¢) = —1. Por tanto es un giro compuesto con una simetria respecto al plano
perpendicular al eje de giro.



(iii)

Para hallar el angulo de giro o tenemos en cuenta que:

traza(Te) = —1 4+ 2cos(a) < 1= —1+2cos(a) <= cos(a) =1 < a=0.

El angulo es nulo y entonces en realidad es simplemente una simetria respecto a un plano. El plano de
simetria es el espacio caracteristico de autovectores asociados al 1:

S1 = {(z,y,2) € R®*|(Tc — Id)(x,y,2)" = (0,0,0)} =
{(z.,y,2) €]R3|—x+y+\/§z=0,x—y—\/§z=0\@x—\/§y—2z:0}:
{

(z,y,2) € R3|z —y — V22 = 0}.

En definitiva es una simetrfa respecto al plano = —y — v/2z = 0.

Dada la recta v de ecuaciones x +y = 0, z = 0, hallar las ecuaciones de la recta que se obtiene al
aplicarle el endomorfismo t a r.

Basta girar el generador de la recta. Para hallar tal generador pasamos de implicitas a paramétricas:
z4+y=0, z=0<<= x=\y=-\ 2z=0.

El vector director es (1,—1,0). Lo multiplicamos por la matriz de la transformacién para hallar su
imagen:

La recta imagen estd generada por el vector (0,0,1/2) o equivalentemente por (0,0, 1). Sus ecuaciones
paramétricas son:

y las implicitas:
(1.3 puntos)

En el plano afin se sean las rectasr =y—1=0y s=x —y = 0. Para cada punto P de s se traza una
recta | perpendicular a s pasando por P. Sea Q el punto de corte de r y .

Calcular la ecuacion implicita del lugar geométrico de puntos medios de P y Q.

Un punto P = (a,b) de la recta s cumple la ecuacién = — y = 0. Por tanto a —b =0y a = b. Podemos
escribir P = (a, a).

La recta perpendicular a s que pasa por P tiene por vector director el vector normal de s, es edcir,
(1,—1). Su ecuacién vectorial es:

(xvy) = (ava’) + )‘(17 _1)
Cortamos con la recta r, y = 1:
a—A=1<4<= A=a-1

El punto de corte @ es:
(aaa) + (a - 1)(1a _1) = (20’ - 1a 1)

Finalmente el punto medio de P y @ es:

P+Q (a,a)+(2a—1,1) (3a—1 a+1
2 2 B 2 72 )



Las ecuaciones paramétricas del lugar geométrico son:

_3a—1 a+1

v 2 0 YT

Para hallar las implicitas despejamos el parametro a en una ecuacion y sustituimos en la otra:
a=2y—1, 2r=3a—-1=32y—-1)—1=6y—4
En definitiva la ecuacién implicita pedida es:

z—3y+2=0.

Hallar el angulo que forman las rectas r y s.
El dngulo que forman las rectas es el mismo que forman sus vectores normales 77, = (0,1) y s = (1, —1):

ey (0,1)-(1,-1)
7 llllsll 10, DI, =1

cos(a)

Sl

Por tanto:

-1
o = arcos— = 135°.

V2

En el plano afin hallar las ecuaciones de un giro que lleve la recta 3x — 4y =0 en la recta y+3 =0y
esté centrado en un punto de la recta y = 0.

El centro de giro debe de equidistar de ambas rectas. Por tanto buscamos un punto P = (a, 0) sobre la
recta y = 0 que equidiste de las otras dos:

|3a74~0|_ |0 + 3]
/32 1 42 - /12 + 02

Hay pos posibilidades. Tomamos una de ellas como centro P = (5,0).

d(P, 3z — 4y =0) = d(P,y + 3 =0) <>

< |a| =5 <= a=45.

Ahora para saber el angulo de giro hallamos la proyeccion ortogonal A de P sobre la recta 3x — 4y =0
y la proyeccién ortogonal B de P sobre la recta y + 3 = 0.

El punto A cumple la ecuacién de 3z — 4y = 0 y asf es de la forma A = (4k, 3k). El vector que lo une
con P tiene que ser paralelo al vector normal:
4k -5 3k-0
3 —4

<~ k=4/5.

Obtenemos A = (16/5,12/5) y PA= A — P = (=9/5,12/5).

El punto B cumple la ecuacién de y +3 = 0 y asi es de la forma B = (m,—3). El vector que lo une
con P tiene que ser paralelo al vector normal (1,0):

m—5=0 <= m=>5.
Obtenemos B = (5,—3) y PB=A— P = (0, -3).
El dngulo de giro « es el que forman los vectore PA y PB:

PA-PB  -36/5 —4

[1PA[[[|PB] 9 o

0s()

El sentido de giro coincide con la orientacién de la base {ﬁA, PB } es decir con el signo del determinante

de: /
—-9/5 0
det<12/5 3) =27/5>0.



Por tanto:

sin(a) = +4/1 — cos?(a) = =
En definitiva las ecuaciones del giro quedan:
x 5 cos(a) —sin(a) x—5
(y’>:(0>+<sin(a) cos(a)) <y—0>'
Sustituyendo el dangulo:
—4/5 =3/5

()= () (

2 +y? = (sy+q)°

v ) (707):

Dada la familia de curvas:

Clasificar la conica en funcion de los valores de s y q.
Desarrollamos la ecuacién de la cénica:

242 =2 4 2squ+¢° =0 = $2+(1—82)y2 —2sqy — s°> = 0.
La matriz asociada A y de términos cuadréticos T' son respectivamente:

1 0
’ T_<O 152)'

1 0 0
0 1—s2 —sq
0 —sq —¢?

A:

Calculamos los determinantes:

det(A) = —¢?, det(T) =1 — s°.

El tipo de cénica depende del signo de los determinantes. Para formar la tabla de casos estudiamos
cuando se anulan:

det(A) =0 < ¢=0, det(T) =0 < s==£1.

Por tanto distinguimos los siguientes casos:

q=0 q#0
s<—1 |T) <0, |A] = 0= rectas reales cortdndose |T| <0, |]A| < 0= hipérbola
§=— |T| =0, |A] = 0= recta doble (*) |T| =0, |A] < 0= pardbola
—1<s<1 |T|>0,]|A] =0= rectas imaginarias cortdndose IT) >0, |[A] < 0= elipse
s=1 |T| =0, |A] =0 = rectas doble (*) |T| =0, |A] < 0= parabola
s>1 |T| <0, |[A] = 0= rectas reales cortandose |T| <0, |A| < 0= hipérbola

En los casos marcandos con (*) sabemos que se trata de una recta doble por que la matriz de la cénica
A tiene rango 1.

Para s =1, ¢ =1 hallar el/los foco/focos de la conica.

Segin vimos en el apartado anterior para p = ¢ = 1 la cdnica es una parabola. Para hallar el foco
calculamos la ecuacién reducida y las ecuaciones de cambio de referencia. Las matrices asociada y de
términos cuadraticos son:

1 0 0
A=1|0 0 -1
0 -1 -1

1 0
0 0



(iii)

Dado que T ya es diagonal sus autovalores y autovectores son:
A1 = 1 con autovalor asociado (1,0)
A2 = 0 con autovalor asociado (0,1)

La ecuacién reducida es:

con d = —y/—|A|/A\ = —1. Queda:

x//? _ 2y/l =0 T

)\1$“2 + Qdyll _ 0

12 1

De forma que el pardmetro p = 1.

Para la ecuaciéon de cambio de referencia comprobamos que el sentido del autovector asociado al 0 estd
bien elegido:

(a1s ass) <(1)> —(0 —1) <(1)) _1 <0 CORRECTO

Necesitamos ademas el vértice que es la interseccién de la conica y el eje. Este es la recta polar del
autovector asociado al autovalor no nulo:

(1,0,0)A(z,y,1)! =0 <= x =0.
Intersecamos eje y conica:
x=0, ?+yP=(y+1)

Resolviendo obtenemos el vértice (0, —1/2).
En definitiva las ecuaciones de cambio de referencia son:
" O
xn _ n 1 0 x .
Yy -1/2 0 1 Yy

El foco en la nueva referencia es (0,p/2) = (0,1/2) y en la referencia de partida:

() (0 1) (i) = ()

Para s =2, q =1 hallar la excentricidad de la conica.

En este caso la conica es una hipérbola. Para hallar la excentricidad basta hallar la ecuacién reducida
en la forma:

x//Q y//2
T_szl con ¢ = v a? + b2.
a
c  Va?+0b?
La excentricidad es e = — = 74_
a a

Para hallar la ecuacién reducida comenzamos escribiendo las matrices asociada y cuadratica de la

conica:
1 0 0
A=10 -3 -2, T((l) _g)
0 -2 -1
Los autovalores de T' son 1 y —3. Dado que |A] = —1 < 0 tomamos como A\; = —3 el autovalor negativo
v Ao = 1. La ecuacion reducida es:
Al 1
M2 + Xy +d=0  dond a=AL_1
1277+ A2y + onde Mg 3
Queda:
2 ma 1 "2 2 z'"? y”2
—3z" —=0 <+ -3 =1 = —Z—==1
SR R T 179 1/3

Vemos que a = 1/3 y b= 1/v/3 y la excentricidad es:

—_

1
oo VP 93
- =12 o
a

2.




6.—

Hallar la ecuacion de una cénica con un foco en el punto (0,0), centro C = (1/2,1/2) y excentricidad

e=1/2/2.

Como la excentricidad es menor que uno, se trata de una elipse. Teniendo en cuenta que ésta es
simétrica respecto al centro podemos calcular el segundo foco. Si F; = (0,0) entonces:
L+ F
2

=C <<= FKR=2C-F=(1,1).

Conocidos los dos focos usamos la caracterizacién geométrica de la elipse como lugar geométrico cuya
suma de distancias a los focos es constante:

d(P, Fl) + d(P, FQ) = 2a.
Para hallar a usamos la excentricidad:

c
e=—=>a=-= =1.
a e e

La ecuacion serd entonces:

V=0 =02+ -7+ -1 =2-1.

Vi =12+ (y—1)2=2— /22 +2.

Operando:

Elevando al cuadrado:

22— 2w+ 149y —2y+1=4+2+y* — 422+ 92 = 22+ 2=z +y+1
Finalmente elevando de nuevo al cuadrado y agrupando términos queda:
322 +3y% — 2xy — 20 — 2y — 1 =0.

Dada la cuddrica de ecuacion:
22 — 822 + 4wy +2x2 —8yz+ 8y +82+2=0
clasificar la superficie y esbozar un dibujo de la misma.

La matriz asociada a la cuddrica es:

1 2 10
2 0 —4 4
A= 1 -4 -8 4
0 4 4 2

Para clasificarla la diagonalizamos por congruencia teniendo en cuenta que la ultima fila no puede ser
sumada a las demds, cambiada por otra o multiplicada por un nimero:

1 0 0 0 1 0 0 0

A Hoy1(—2)Hs1 (—1)p21 (—2)pus1(=1) [ 0 —4 —6 4 | Hs2—3/2Ha2(1)ps2—3/2pa2(1) [ O —4 0 0
— — — — — —

0 -6 -9 4 o 0 0 -2

0 4 4 2 0 0 -2 6

No se pude seguir la diagonalizacién sin utilizar la dltima fila. El tipo de cuddrica depende de la
signatura de la matriz de términos cuadraticos que es (+, —,0). Se trata por tanto de un paraboloide
hiperbdlico.




8.—

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Razonar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.
Si (1,2) y (2,3) son autovectores de una matriz A entonces ésta no es simétrica.
FALSO. Basta tomar A = Id. Es simétrica y cualquier vector es autovector asociado al 1.

Si (1,2) y (2,3) son autovectores asociados a autovalores distintos de una matriz A, entonces ésta no
es simétrica.

VERDADERO. Si fuese simétrica autovectores asociados a autovalores distintos deberian de ser
ortogonales con el producto escalar usual, pero (1,2) - (2,3) =2+ 6 =8 # 0.

St A es una matriz simétrica no inversible de rango 5 con sdlo dos autovalores distintos entonces al
menos uno de ellos tiene multiplicidad algebraica 5.

VERDADERO. Una matriz simétrica tiene todos sus autovalores reales y siempre diagonaliza por
semejanza. Si es no inversible, el cero es autovalor. Como sélo tiene dos autovalores distintos tiene
un segundo autovalor no nulo. En la forma diagonal el rango de la matriz coincide con el nimero de
veces que este aparece en la diagonal, es decir, con su multiplicidad algebraica. Como el rango es 5 su
multiplicidad algebraica también vale 5.

Si A € Mayo(IR) simétrica es una matriz de giro respecto a una base ortonormal, entonces el dngulo
de giro necesariamente es de cero grados.

FALSO. Una matriz de giro respecto a una base ortonormal es de la forma:

< cos(a) —sin(a)> .

sin(a)  cos(a)

Si es simétrica entonces sin(a) = 0 y por tanto cos(a) = £4/1 — sin(a)? = £1. Si cos(a) = —1 el giro
es de 180° y no de cero grados.



