Algebra Lineal II Examen Final
Ejercicio 2 (1 hora y 30 min.) 27 de mayo de 2011

1.— En el espacio afin euclideo usual consideramos una pirdmide triangular ABCD de la cual sabemos:

(i)

-A=(0,0,0), B=(1,0,0), C =(0,1,1).

- El vértice D se encuentra en un plano paralelo a la base ABC' y que pasa por el punto P = (0, 10,9).
- El vértice D equidista de los otros tres.

Hallar el volumen de la pirdmide.

El volumen de la piramide es:
base - altura

V =
3

El 4rea de la base es la del tridngulo ABC"
1, -~ - 1 1
S4B x AT = S0, -1, 1) = 5v2

La altura es la distancia del punto D a ABC’; pero como el plano que contiene a D y es paralelo a ABC
también pasa por P = (0,10,9), dis(D, ABC) = dis(P, ABC). El plano ABC tiene por ecuacién:

Ty z
1 0 Ojl=<== y—2z=
0 1 1
La altura queda por tanto:
|10 — 9| 1

BRVEES TSRV
El volumen pedido sera:
(vV2/2)-(1/v2) _ 1

V=" VI
3 6

Hallar las coordenadas del vértice D.

El vértice D se encuentra en el plano paralelo a ABC (cuya ecuacién hemos calculado antes y — z = 0)
y pasando por P. Tal plano es de la forma:

y—z+k=0
e imponiendo que pase por P queda 10 — 9 4+ k£ = 0, de donde k£ = 1. Deducimos que el plano que

contiene a D tien por ecuacién:
y—z—1=0.

y por tanto podemos tomar D como:
D= (a,b+1,b)

Ahora usamos que el punto D equidista de los otros tres:

d(A,D)=D(B,D) <= a2+ (b+1)2+02=+/(a—1)2+ (b+1)2+b?
d(A,D) = D(C,D) <= a2+ (b+1)2+b2 = /a2 + b2+ (b—1)2




Elevando al cuadrado ambas ecuaciones y simplificando queda:

0=2a—-1
0=4b

Obtenemos que a = 1/2 y b =0, con lo que D = (1/2,1,0).
(iil) Hallar las ecuaciones de la simetria respecto del plano ABC.

El plano estd generado por los vectores AB = (1,0,0) y AC = (0,1,1). Un vector perpendicular a
ambos es el vector normal al plano ABC, (0,1,—1). Construimos una base con esos tres vectores:

B = {(17 Oa 0)7 (07 ]-7 1)7 (07 ]-7 _1)}

En esa base la matriz de la simetria es:

FB/ ==

O O =
o = O
jan)

Hacemos un cambio de base:
Fo = Mo Fp Mg,

donde:
1 0 0
Mep =(0 1 1
01 -1
Operando resulta:
1 00
Fe=10 0 1
0 1 0

Las ecuaciénes de la simetria son (teniendo en cuenta que el origen es un punto fijo de la misma):

z/ 0 100\ [z-0 10 0\ [z
v =(o]+|0o o0 1]||[y-0]=]00 1]y
2 0 010/ \z-0 010/ \z

(iv) Hallar el simétrico de P respecto de la simetria anterior.

Simplemente usamos la férmula hallada en el apartado anterior:

a! 10 0\/0 0
y |=(00 1]l10]=1]09
2 010/)\9 10

(2 puntos)

2.— Se considera la familia de conicas que depende del pardmetro m:

22 4+ m?y? + 2zy + 22 + 2my + 2m = 0.

(i) Clasificar las conicas en funcion de m.

La matriz asociada y de términos cuadraticos de la cénica son respectivamente:

1 1 1
A=11 m? m]|, T—(l 12).
1

m 2m



Para clasificar estudiamos los signos de det(A) y det(T). En particular nos fijamos cuando se anulan;
seran los puntos limite de los posibles cambios de signos. Se tiene que:

det(T) =m?* —1=(m —1)(m+1)

1 1 1 1 1 1
det(A)y=det [ 0 m*>—1 m—-1]=(m—1)det| 0 m+1 1] =2m?*m—1)
0 m—1 2m-1 0 m—1 2m—1

Por tanto estudiamos los siguientes casos:

det(T) det(A) Tipo de cénica

m< —1 >0 <0 Elipse real

m=—1 =0 <0 Parabola
-1<m<0 <0 <0 Hipérbola

m =20 <0 =0 Rectas reales que se cortan
O0O<m<1 <0 <0 Hipérbola

m=1 =0 =0  Rectas paralelas reales o complejas o recta doble

m>1 >0 >0 Elipse imaginaria

En el caso m = 1 debemos de distinguir exactamente de que tipo de cénica se trata de las tres indicadas.
La matriz A es:

1 1 1
A=(1 1 1
1 1 2
Vemos que rango(A) = 2 y por tanto se trata de rectas paralelas reales o complejas; para distinguirlas
intersecamos la cénica con una recta arbitraria; por ejemplo con x = O:
P42y +2=0=y=—-1+vV1-2¢R.

Las soluciones son complejas y por tanto se trata de dos rectas paralelas imaginarias.

(ii)) Para m = —1 hallar la ecuacion reducida y el/los foco/focos.
Para m = —1 se trata de una pardbola. La ecuacién reducida es de la forma:
A% —2¢y’ = 0.

donde ) es el autovalor no nulo de T'y —\c? = det(A).

Calculamos los autovalores de T

1—A 1
det(T—)Jd)zO(:)( . 1_)\>:)\()\—2).

El autovalor no nulo es A = 2 y asi:

_[det(A)
c= = V2.

La ecuacién reducida queda:

V2,

222 — 22 =0 = 2 = 27y

El foco, en la nueva referencia es el punto (0,/24). Para pasarlo a la referencia de partida necesitamos
las ecuaciones de cambio de referencia.

Comenzamos calculando los autovectores de T':

(T — 2\Id) (g) = (8) = —r4y=0 < (z,y) € L{1,1)}.



T(Zj) _ (8) = rty=0 = (x.y) e L{(1, 1))

Los autovectores son (1,1) y (1, —1); el segundo, el asociado al cero, lo escogemos para que la pardbola
quede orientada en el semiplano positivo en su forma reducida. Debe de cumplirse que:

3 (Z;§> <0.
(1,-1) (1) > 0.

Luego escogemos el (—1,1). Definitivamente los autovectores normalizados quedan:

En nuestro caso:

1 1
{ﬁ(lv ]-)7 ﬁ(_lv 1)}

Ahora calculamos el vértice; es la interseccién del eje con la cénica. El eje es la recta polar del autovector
de T asociado al autovalor no nulo:

x
(L1,O)Aly | =0 < z+y=0.
1

Intersecamos el eje con la conica:

O=x+y
0= +y? 422y +22 — 2y —2

Despejando y en la primera y sustiyendo en la segunda queda:
dr—2=0 < z=1/2.

El vértice es el punto (1/2,—1/2). Las ecuaciones de cambio de referencia son:

()-(A50 HE)
Y finalmente el foco queda:
(- ()0 D4 ()
(2 puntos)

Consideramos el espacio vectorial euclideo IR® con el producto escalar usual. Calcular la matriz asociada
Tc (respecto de la base candnica) de una transformacion ortogonal t : R?® — R® que cumple:

det(T¢) = —1, traza(Te) = 1/5, t(0,1,0) = (0, —1,0).

s Bs dnica la solucion?.

Como la matriz asociada a la transformacién ortgonal tiene determinante negativo, entonces es un giro
compuesto con una simetria respecto al plano perpendicular al semieje de giro. En cierta base que en
principio desconocemos, la matriz de la transformacion es de la forma:

-1 0 0
Fp= 0 cos(A) —sin(A) (*)
0 sin(A)  cos(A)



Y como la traza se conserva por cambios de base:
—142cos(A) =1/5 < cos(A) = 3/5.

Adems4s el semieje de giro estd generado por un autovector asociado al —1 (nico salvo multiplo por
ser un giro distinto de 180 grados). Tal vector nos es dado en el enunciado (0, 1,0).

En definitiva se trata de un giro de un dngulo A con cos(A) = 3/5 y semieje generado por (0,1,0)
compuesto con una simetria respecto al plano perpendicular. Con los datos dados no podemos saber la
orientacién del giro, por lo que hay dos posibles transformaciones en las condiciones dadas, con:

sin(A) = +/1 — cos(A)? = +4/5 6 sin(A) = —y/1 — cos(A)2 = —4/5.

Para hallar la matriz asociada a la transformacion respecto de la base canénica, hallamos la base B y
cambiamos de base la matriz (x). B es una base ortonormal cuyo primer vector es el semieje de giro
normalizado:

B ={(0,1,0),(1,0,0),(0,0,1)}

En definitiva:
Fo = MopFpMpe = Myt FpMpe.

Donde:
01 0 -1 0 0
Mpec=\|1 0 0|, Fg= 0 3/5 +4/5
0 0 1 0 F4/5 3/5

vy M gé = M} por se una matriz de cambio de base entre dos bases ortonormales.

Operando queda:
3/5 0 F4/5
Fe = 0 -1 0
+4/5 0 3/5

(1 punto)



