Algebra Lineal II Soluciones de Examen Final
Ejercicio 1 (1 hora y 40 min.) 27 de mayo de 2011

1.— Sea Py(IR) el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual que dos con coeficientes Teales.
Consideramos la forma bilineal:

1 1
6 Po(R) x Po(R) — R, o(p(x). q(x)) = / p(2)q (z)dz + / P (2)q(x)dx

(i) Probar que ¢ es simétrica.

Hay que comprobar que para dos polinomios cualesquiera p(z), ¢(x) € P2(IR) se cumple que:

o(p(z),q(x)) = ¢(q(x), p()).

Pero:

o(p(x),q(z))

A () (@)da + / ' (@)a(a)da = / ' @pla)ds + / (o) (w)d =
[ @)

(ii) Hallar la matriz asociada a ¢ respecto de la base candnica.

) + / ¢ (@)p(x)dz = $(q(), p(z)

La base canénica de P2(IR) es C' = {1, z,2%}. La matriz asociada en tal base es:

o(L1)  ¢(Lx) o(1,2%)
Fo = ¢(xa1) gf)(I,éL‘) QS(‘T,:EZ) :
¢(2%1) o(a* x) o(a? 2?)
Para hacer las ”cuentas” de manera mas rapida podemos hacer dos observaciones:

- Por ser ¢ simétrica:
¢($, 1) = ¢(17:C)7 ¢($2, 1) = ¢(1a xz)a QS(I'Q; :C) - ¢($,$2).

- Por las propiedades del cédlculo diferencial e integral:

Entonces:
#(1,1)=1-1—-1-1=0
#(l,z)=1-1-1-0=
p(l,2*)=1-1>-1-0*=1
$(z,z)=1-1-0-0=
p(z,x?)=1-12-0-0% =
p(z%2%) =12-12-0%- 0% =1

y asi:



(iii)

(iii)

Calcular el rango y la signatura de la forma cuadrdtica asociada a ¢.

Para calcular el rango y signatura diagonalizamos la matriz asociada por congruencia:

0 1 1 Lra\ (100
111 | e g | TRGDmEDHaEmED g g g
111 110 00 —1

Por tanto rango(¢) = 2 y sign(¢) = (1,1).
Encontrar una base de polinomios de P2(IR), respecto de la cual la matriz asociada a ¢ sea diagonal.

Basta realizar sobre la matriz identidad la mismas operaciones fila que hemos hecho para diagonalziar
la matriz asociada; las filas de la matriz que obtengamos son las coordenadas de los vectores de la base
buscada respecto de la base candnica:

100 001\, (00 1
01 0] 1 o 2EVH2CEY (g 1
00 1 10 0 10 -1

La base buscada estd formada por tanto por los polinomios:

{0-140-2+1-220-1+1-2—1-221-14+0-2—1-2%} = {2* 2 — 2% 1 - 2°}.

Es ¢ un producto escalar?.
No, porque hemos visto en (#i7) que no es definida positiva porque la signatura NO es (3,0).
Notacion: p'(z),q (z) denotan respectivamente las derivadas de p(x), ¢(x).

(1.3 puntos)

Sean w1, wy : IR™ — R dos forma cuadrdticas semidefinidas positivas. Razonar la falsedad o veracidad
de las siguientes afirmaciones:

w1 + wy es semidefinida positiva.

FALSO. Como contracjemplo basta tomar dos formas cuadrétricas en IR? con matrices asociadas

respecto de la base candnica:
10 0 0
A= (O O) ’ B= (O 1) ’

Ambas tienen signatura (1,0) y por tanto son semidefinidas positivas; sin embargo su suma es la
identidad, que es definida positiva.

—wy — wg no es indefinida.
VERDADERQO. Por ser w1, ws semedefinidas positivas, se tiene:
wy (u), wa(u) >0, Yu € R™.

Entonces:
—w1(u) —we(u) <0, Yu € R"

y por tanto —w; — ws siempre es definida negativa o semidefinida negativa.
w1 + wy es definida positiva.

FALSO. Como contraejemplo basta tomar dos formas cuadratricas en IR* con matrices asociadas

respecto de la base candnica:
10 10
=Ga) 2=Go)

Ambas y su suma tienen signatura (1,0) y por tanto todas son semidefinidas positivas.

(0.6 puntos)



3.— Sea la matriz:
1 0 2
G=(|0 2 0
2 0 5
(i) Probar que G es la matriz de Gram un producto escalar en IR? respecto de la base candnica.
Basta probar que la matriz es simétrica y definida positiva.
- Es simétrica porque G = G*.

- Para ver que es definida positiva usamos el criterio de Sylvester:

10 2
1] =1>0, ‘(1) g‘=2>0, 02 0|=2>0.
2 0 5

(ii) En el espacio afin euclideo con el producto escalar anterior calcular la distancia entre las rectas:

r=1 y=1
r= s =
y=20 z=0

Un punto genérico de la recta r es de la forma P = (1,0,a); de la recta s es de la forma @ = (b, 1,0).
Se tiene que: .
dist(r,s) = |PQ|| si PQ es perpendicular a r y s

Entonces el vector PQ tiene que ser perpendicular a los vectores directores de r y s:

(b-1,1,-a)- (0,0,1)=0] _ (b—1,1,-a)G(0,0,1) = 0 ., 2-2-5a=0=0
(b—1,1,—a) - (1,0,0) =0 (b—1,1,—-a)G(1,0,0)* =0 b—1-2a=0 ("

Deducimos que a =0,b=1y:

diSt(TVS) = ”PQ” = ”(07 170)” = \/(07 170)G(07 1’O)t = \[2
(1 punto)

4.— Hallar la ecuacion de una cénica que tiene por asintota la recta x = 2, un vértice en el punto (1,—1) y
la recta tangente en ese vértice es x +y = 0.

Método I:

Conocemos una asintota y una recta tangente en un punto dado. Podemos usar el haz de cénicas en
esas condiciones. Las dos cénicas que lo generan son:

- La cénica formada por la asintota y la tangente:
(z —2)(z +y)
- La coénica formada por la recta doble paralela a la asintota pasando por el punto de tangencia:
Una paralela a la asintota es de la forma:
x+k=0.
Imponemos que pase por el punto (1, —1):

1+4k=0 = k=-1.



Por tanto la segunda cénica del haz es:
(- 1)°
El haz nos queda:
(x—=2)(x+y) + Mz —1)>=0 <= (1+N2®+2y—2(1+ Nz —2y+\=0.
Finalmente tenemos en cuenta que uno de los ejes de la hipérbola es paralelo a la tangente en el vértice;
el eje es la recta polar de su vector normal. Tal vector normal es el (1,1). Su recta polar:

14X 1/2 142\ [z
@ 1012 o -1 yl =0 +1/22—y/2+©2+1) =0
T+x -1 A 1

Ha de ser paralelo al z + y = 0, y por tanto:

A+1/2  —1/2

= \=—-1.
1 1

La cénica buscada queda:
zy—2y—1=0.
Método II:
El eje es perpendicular a la tangente en el vértice. Por tanto es de la forma:
r—y+k=0
y por pasar por (1,—1):
1-(-1)+k=0 = k=-2.
El eje tiene por ecuacién z —y —2 = 0.

Ahora el eje es un punto de simetria de la cénica; la otra asintota es la simétrica de la dada respecto a
tal eje. Para hallarla tenemos en cuenta:

- Pasa por la interseccion del eje y de la asintota dada:
r—2=0

oy_a_g = (@n) =20

- Dado P = (2,1) en la asintota su simétrico P’ = (a,b) cumple:

P+ P -
—; € eje, PP'l1eje.
Obtenemos las ecuaciones:
2+a 1+0b
- 2= —2+b—-1=0.
2 2 8T et 0

Resolviendo el sistema queda a = 3, b = 0.
La asintota buscada es la recta que une los puntos (2,0) y (3,0), es decir, la recta y = 0.
El haz de conicas conocidas dos asintotas es:
y(x —2)+ A =0.
Y finalmente imponemos que pase por el vértice (1, —1):
1(1-2)+A=0 = A=-L

La ¢onica pedida queda:
zy—2y—1=0.

(1.5 puntos)



5.— Supongamos que escogemos 2011 puntos distintos del espacio y componemos todas las simetrias respecto
a tales puntos. ;Qué tipo de transformacion afin obtendremos?

Una simetria respecto a P = (a, b, ¢) tiene por ecuacidn:
f(X) = f(z,y,2) = (a,b,¢) — (x —a,y — b,z — ¢) = (2a,2b,2¢) — (z,y,2) = 2P — X.

Por tanto la matriz asociada a la parte lineal de la trasnformacién afin es —Id. Entonces la matriz
asociada a la parte lineal de la transformacién afin que se obtiene componiendo 2011 simetrias respecto

a un punto es (—Id)?°!! = —JId. Deducimos que la composicién es de nuevo una simetria respecto a un
punto.
Observacion: Si los puntos que escogemos son Py, Py, P3, ..., Pyy11 al ir componiendo obtenemos:

fi(X)=2P - X
f(fi(X))=2P - (2P - X)=2(P, - )+ X
f3(fo(fi(X))=2P —2(P = P1) - X =2(Ps - P+ ) - X

Nos fijamos entonces que la simetria que obtenemos al componer todas las transformaciones es respecto
al punto de coordenadas:

Pyo11 — P10 + Pagog — ... + P3 — Py + Py

(0.6 puntos)



