Vectores autoconjugados.

Corolario 0.1 (Descripcién de vectores autoconjugados.) Sea w : U — R
una forma cuadrdtica en un espacio vectorial U n-dimensional. Sea Aut(w) el con-
junto de vectores autconjugados. Entonces:

1. Siw es definida positiva o definida negativa entonces Aut(w) = {0}.
2. Siw es semidefinida positiva o semidefinida negativa entonces Aut(w) = ker(w).

8. Siw es indefinida, entonces:

(a) Si rango(w) = 2 entonces Aut(w) se descompone como producto de dos
hiperplanos que se intersecan en ker(w).

(b) Sirango(w) > 2 entonces Aut(w) es una cuddrica que no puede descom-
ponerse como producto de hiperplanos.
Prueba: Recordemos que:
Aut(w) = {7 € Ulw(@) = 0}.

Si la forma cuadrética es definida positiva (o negativa) entonces w(w@) # 0 si @ # 0.
Por tanto Aut(w) = {0}.

Si la forma cuadritica es semidefinida positiva entonces en una determinada base
B sabemos que la matriz asociada Fp es una matriz diagonal con k = n — rango(w)
unos en la diagonal y rango(w) ceros. En tal base:

w((z1, T2, ..., Tn)B) = x1 + 5+ ... + T}

siendo n — k = rango(w).

Entonces:
(1,2, ...,2n)B € Aut(w) < zit+zo+.. 427 =0 <= 21 =02 =... =2 = 0.
Por otra parte un vector (z1,x2,...,T,)p pertence al nicleo si cumple:
(z1,22,...,20)BFB =(0,0,...,0) <= z1=22=... =21, =0

Vemos que efectivamente Aut(w) = ker(w). De manera andloga se estudia el caso
en el que la forma cuadrética es semidefinida negativa.

Finalmente si es indefinida, en la forma diagonalizada aparecen términos positivos
y negativos en la diagonal:

- Si rango(w) = 2 entonces en una determinada base,

w((z1,T2,...,%Tn)B) = z2 — 25 = (1 — z2) (21 + x2).

Por tanto,
w((z1,22,...,2n)B) =0 <= 21 —22=06x1 +22=0

y vemos que efectivamente el conjunto de vectores autoconjugados es la unién de dos
hiperplanos, uno determinado por la ecuacién z; — x2 = 0 y el otro por 1 + z2 =
0. Ademas el nitcleo esta formado por los vectores que cumple 1 = z2 = 0 que
corresponde justo a la interseccién de ambos hiperplanos.

- Si rango(w) > 2 entonces en una base B,

w((xl,xz,...,:vn)B):xf+...+xifxi+1f...fxi+q

con p,q>1y p+q>2yno hay forma de descomponer ni simplificar la ecuacién:

2 2 2 2
i+ ...+ Xy + Tpp1 — ... — Tppg = 0.

Observacién 0.2 Pueden verse ejemplos en los problemes del boletin: (3)b, (4)iv,

(6)ii, (7)ii, (11)iv.



