MATRICES. GENERALIDADES Y RANGO.

( Definicién de matriz m x m N ( A
. . a1 Q12 - Qin
» Una matriz es un conjunto de m x n elementos 4oy oy - as
dispuestos en m filas y n columnas. A= "
= Suelen denotarse con letras mayusculas A, B, C, .. .. o
am1 Am2 Amn
L a1s = elemento en fila 1 columna 2. JRN .
( Rango de una matriz )
» El rango es el maximo nimero de filas (o columnas) linealmente independientes de la matriz.
= El rango es el maximo tamano de todas las submatrices cuadradas con determinante no nulo.
Calculo por el método de orlado:
= Se busca una submatriz 1 x 1 con det # 0. Si no existe, hemos terminado y rango = 0. Si existe rango > 1 y continuamos.
= Se busca una submatriz 2 x 2 con det # 0, anadiendo una fila y columna a la del paso anterior.
Si no existe, hemos terminado y rango = 1. Si existe rango > 2 y continuamos.
= Se busca una submatriz 3 x 3 con det # 0, anadiendo una fila y columna a la del paso anterior.
Si no existe, hemos terminado y rango = 2. Si existe rango > 3 y continuamos.
» Asi sucesivamente. Se termina cuando NO hemos encontrado submatriz con det # 0 6 agotamos filas 6 columnas.
1 1 2 3 1 1 2 3 11 1 9
HA=|2 2 1 1|, |=1#£0 v i) [2 2 1 1], 5 2'0 X, ‘2 1’_—3;&0, v
3 3 3 4 3 3 3 4
1 1 2 3 1 1 2 1 2 3
(@) |2 2 1 1], 2 2 1|=0 X 2 1 11=0 X rango(A) = 2
3 3 3 4 3 3 4 3 3 4
Calculo por Gauss:
Int biar fil .
H er_cal_n o ] _as, ; ) Numero de filas no nulas
Escalonar: ¢ Multiplicar/dividir fila por un niimero (para conseguir unos) Rango =
o de la forma escalonada.
Sumar a una fila un miltiplo de otra (hacer ceros)
1 1 2 3 Fy—Fy—2F) 1 1 2 3 1
A=|2 2 1 1| B=B2flo 0 -3 —5| BB g g 3 5 |, rango(A) = 2
3 3 3 4 0 0 -3 =5 0 O
. J
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4 . .
Matrices especiales

» Matriz cuadrada: Matriz con el mismo nimero de filas y columnas.

1 2 0 2 1
(3 7) cuadrada (3 1 7) NO cuadrada
s Matriz fila: Matriz con una sola fila.
(12, (12 -13)
s Matriz columna: Matriz con una sola columna.
0
9/’ 2
3
= Matriz diagonal: Matriz con ceros fuera de la diagonal.
3 0 0
0O 1 0
0O 0 2

Matriz triangular superior (inferior): Matriz con ceros debajo (encima) de la diagonal.

9 1 7 2 0 0

0 2 1 1 3 0

0 0 2 9 7 1
Triangular superior Triangular inferior

Matriz identidad I: Matriz cuadrada con unos en la diagonal y cero en el resto.

100
<é (1)), 010
0 01
s Matriz simétrica: Matriz cuadrada que coincide con su traspuesta.
1 2 6
3 5
6 5 0
. /
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OPERACIONES CON MATRICES

( Suma de matrices A + B

Se suman matrices del mismo tamano sumando elementos en la misma posicion.

3 3 1
2 6 3

201+130_ 241 043 140\
3 41 -1 2 2) \3+(-1) 442 1+2)
-

Propiedades:

» Conmutativa: A+ B =B+ A.

» Asociativa: A+ (B+C)=(A+ B)+C.

» Elemento neutro: Matriz nula 0: 0+ A=A+ 0= A.
» Elemento opuesto: —A4, A+ (—A)=(—A4)+A=0.

s - :
Producto de un niimero por una matriz k- A

Se multiplican todos los elementos de la matriz por el nimero.

o (L0 1\_ (31 3.0 3-1)_(30
32 -1) " \3:3 3.2 3-(-1)) \9 6
-

3
-3

)

Propiedades:

k-(A+B)=k-A+k-B.
(k+t)-A=k-A+t A
(k-t)-A=k-(t-A).
1-A=A

J\

( Producto de dos matrices A - B

El niimero de columnas de la primera matriz debe de coincidir con el nimero de filas de la segunda.

5 1 B 0O 1 1 12 fila x 12 columna 12 fila x 22 columna 12 fila x 32 columna
(3 0 1) 2 13| = (2-0+(—1)-2+1-3 2.1+ (-1)-1+1-1 2-1+(—1)-3+1-0> :(1 2 —1)
3 10 3 4 3
~ 3-0+0-2+1-3 3-1+0-1+1-1 3-1+0-34+1-0
2x 3 2x3

3 x3 22 fila x 12 columna

FILAS POR COLUMNAS

Propiedades:

= Asociativa: A-(B-C)=(A-B)-C
k(A-B)=(kA) - B.

= Distributiva: A- (B+C)=A-B+A-C
(B+C)-A=B-A+C-A.

= Elemento neutro. A-I =1-A=A.

22 fila x 22 columna

22 fila x 32 columna

{CUIDADO!

En general el producto no es conmutativo:
s A-B#B-A.
» (A+B)?# A%2+2AB + B~
» (A—B)?2+# A? - 2AB + B2
» (A+ B)(A- B) # A?2 — B2,
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( Matriz traspuesta A A
Se obtiene intercambiando el papel de filas y columas:
2 5 Propiedades:
2 3 1\
Y e A = ((A)) = A
19 » (A+B)t = A"+ B,
—_———
2x3 ~—— w (k-A)f =k A
3x2 » (4-B)t = Bt. At 10JO: cambio de orden!
- . J
- . ~
Matriz inversa A~!
Calculo por adjuntos:
1 2 0 3 0 3
1 o 1‘ o 1' +12’
1 1 0 3 1 L o L3 | 3 1 0 =3
-1 _ _~ t _ o _ _
4 |A‘ad](’4) (1) é ? 14 0o 1] Tlo 1 12 | T [1) (1) 1
n 1 1 1 0 i 1 0
0 0 0 0 11
Calculo por Gauss:
Intercambiar filas
(AlI) — (I] A7) Escalonar con operaciones fila: Multiplicar /dividir fila por un nimero (para conseguir unos)
Sumar a una fila un miltiplo de otra (hacer ceros)
1 0 3|1 0 1 0 3 1 0 0 Fi—F|—3F3 1 0 0 1 0 -3
11 2/0 10 | B2 001 —1)—1 10 | 222001 0] -1 1 1
0 0 1]0 0 1 00 1| 001 0 01 0 0 1
Propiedades: iCUIDADO!
» Definicién: Cumple A- A~! = A=1. A =1. » Una matr%z que NO es c.uadrada NO tienfz inv.ersa.
 (AH = A = Una matriz con determinante nulo NO tiene inversa.
o (k-A)"l=21.4"1 = Una matriz con una fila o columna de ceros NO tiene inversa.
» (A-B)7! ZkB_1 - A7l 10JO: cambio de orden! D B o AT B
— T = = s Para "despejar”’importa el orden. Si A tiene inversa:
I' =1 pej P
) Atjl._ A-1)t A-X=B = X=A41.B
= (AT = (A7) X-A=B = X=B-A"!
N\ J
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DETERMINANTES. CALCULO Y PROPIEDADES.

( Calculo de determinantes (I)

Determinante 2 x 2: Determinante 3 x 3. Regla de Sarrus:

abc| |abc| |abc
def| [def| |def
a b a b c ghi| (ghi| (ghi

d:ad_bc' d e fl= ( aei + bfg + dhc )—( ceg + bdi + fha )

g h i abc| |abc| |abc

def| |[def| |def

ghi| |ghi| [ghi

AY4

Calculo de determinantes (II)

Adjunto de un elemento:

Aij =

Signos: 1
+ - + . . -

a— |- L _ Ejemplo: A= 2
+ -+

adjunto del término en la fila ¢ columna j

= Ol O
S O N

I
Az =—13
2

(—1)"/determinante de la matriz al quitar fila i y columna j

_
(S

?

B T

30
——’2 6'——(3~6—0-2)——18

O O I

Determinante por adjuntos:

Se elije una fila (6 columna): el determinante es la suma de los elementos de la fila (6 columna) multiplicados por sus adjuntos.

1 9 2 3 0 1 2 1 2
3 5 0/=0-Ap+5 -Ap+4-A3=0- |- + 5|+ +4 (- =0+10+ 24 = 34.
2 6 2 6 3 0
2 4 6
Lo 0 2 1 2 10
5 0 3 0 3 5
2 4 6
A\
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( Propiedades de los determinantes (linea=fila 6 columna)

» El determinante de la identidad es 1. Il=1
= Al trasponer el determinante no varia:

A" = |A]

» El determinante de la inversa es la inversa del determinante:

1
A7 = o
4

= Determinante del producto es producto de determinantes:
|A-B| = [A]-|B|

» SiAesnxmn, |k-Al =Ek"-|A|
» El determinante de una matriz triangular es el producto de su diagonal.

0 0 9 1 7
1 3 0|=2-3-1=6. 0 2 1|{=9-2- -2 =36
9 7 1 0O 0 2
= El determinante de una matriz diagonal es el producto de su dia-
gonal.

3 0 0
0 1 0|=3-1-2=6.
0 0 2

= Si tiene una linea de ceros, el determinante es 0.

1 2
37
49

5 3 1 1 3 0
2 7 9]=0, 6 9/ =0
5 3 1 -1 -3 2

-

Si una linea es combinacién lineal de las otras, el determinante es 0.

a a+b b
3 4 11=0
0 2 2

Si se permutan dos lineas el determinante cambia de signo.

=~ Ot W
=~ Ot W

2 1 1 2
5 0|=—-]0 5
1 0 0 1

Si a una linea se le suma un multiplo de otra el determinante no
varia.

1 2 2 |1 24(-2-1 2 10 2
2 5 1=[2 54+(-2)-2 1/=[2 1 1
2 4 7 |2 44(-2)-2 7 [2 07

Si una linea se multiplica por k, el determinante se multiplica por k.

7T 1 3 7 1 3 7T 1 3
3-12 1 2|=|3-2 3-1 3-2|=|6 3 6
9 0 1 9 0 1 9 0 1

Si una linea es suma de dos, el determinante se descompone en suma
de dos determinantes, con las otras lineas invariantes:

5 x+2

15w
1 y+4 |

1y

5 2
1 4

iCUIDADO!

Si A, B son matrices n X n:
» |A+ B| # |A| + |B|.
w | — Al #[A] (es | - Al = (=1)"|A4])
n [kA| # E[A| (es |kA| = k™ - |A])

J
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

' o« o s
Definicion

Un sistema de m ecuaciones lineales y n incognitas es un conjunto de m ecuaciones donde las incognitas tienen exponente 1.
De forma general:
a1121 + a12T2 + - + ATy = b1
a1 + A22%2 + - -+ + ATy = by
términos independientes

Am1T1 + AmaTs + -+ ATy = bm

Si se anulan los términos independientes (by, by, ..., b,,) = (0,0, ...,0) el sistema se llama homogéneo.
Matriz asociada Matriz ampliada
ayj; a2 ... Qin a1 Q2 ... Qi | by
g1 Q22 ... Q2p — a1 Qo2 ... Qgn | bo
Am1 Am2 ... Omn Am1 Am2 .. Qmp bm

- J
( Regla de Cramer

Si A es cuadrada y det(A) # 0, entonces la solucién unica es z; = ‘ilift((%), donde A; es la matriz que resulta de sustituir en A la columna i por la
de términos independientes.
Ejemplo
21 — 3y =1 (2—3) — (2—31)
A= A= 1 -3 2 1
=5 1 3 1 3|5
{“390 5 3‘ 18 ‘15 9
det(A)=2-3—(-3)-1=9#0 = compatible determinado 9 = det(A) 9 2, @= det(A) 9 1
o J
4 , N
Para sistemas HOMOGENEOS (término independiente nulo).
Siempre son compatibles. Al menos tienen la solucién trivial (xy, za, ..., z,) = (0,0,...,0).
» es compatible determinado (solucién tinica), si rango(A) =n® de incognitas.
» es compatible indeterminado (infinitas soluciones), si rango(A) <n® de incégnitas.
- J
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4 ’ .
Teorema de Rouché-Frobenius

Sean rango(A) y rango(A) los rangos de la matriz asociada y la ampliada:
» Sirango(A) # rango(A), el sistema es incompatible (NO tiene solucion).

» Si rango(A) = rango(A), el sistema es compatible (tiene solucién):
e Sirango(A) = rango(A) = n, el sistema es compatible determinado (solucién tnica).

e Sirango(A) = rango(A) < n, el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Solucién en funcién de n — rango(A) parametros.
&

( Ejemplo. Discusion y resolucién de sistema 3 x 3

AN

r+yt+z=1 111 B 11 11
2 +3y+2=2 A=12 3 1 A= 2 3 1|2
3r+4y+22=3 3 4 2 34 2|3

Calculamos rango(A) y rango(A) a la vez escalonando la matriz ampliada:

11 11\ momon (11 1)1 11 1
A=|2 3 1|2 | B2E20 Lo 1 —1jo | B=2BE2EE L 0 1
3 4 2|3 01 —1]0 00 00

Como una vez escalonadas tanto la matriz ampliada como la del sistema tienen dos filas no nulas el rango de ambas es 2:

rango(A) = rango(A) =2 = Sistema compatible
rango(A) = 2 < 3 =1 de incégnitas =  Sistema compatible indeterminado

El sistema tiene solucién en funcién de n® de incégnitas — rango(A) = 3 — 2 = 1 pardmetros.
Pasamos de la matriz asociada escalonada sin las filas de ceros, al sistema que representa:

11 111 r+y+z=1
=
Resolvemos en funcién de z que sera el parametro. Hacia atrés, de la iltima ecuacion a la primera.

De la segunda ecuacion y = z, y sustituyendo en la primeraz =1—y —2=1— 2z,
Llamando ¢ al parametro (la variable z) las infinitas soluciones quedan: ‘x =1-2t, y=1t, z=t teR
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POLINOMIOS. DIVISION Y FACTORIZACION.

4 o« o e s . .
Division de polinomios.

= Se escriben los polinomios dividendo y divisor, ordenando sus monomios de mayor a menor grado.
Se divide el término de mayor grado del dividendo entre el término de mayor grado del divisor.
Se anota el monomio cociente y se multiplica por el divisor.

Se coloca el producto obtenido debajo del dividendo y se cambia de signo.

Se suman los términos correspondientes y se repite el proceso con el nuevo polinomio resultante.
El proceso termina cuando se obtiene un polinomio de grado menor que el divisor: el resto.

dividendo divisor
2 —4x? +6x -5 |22—z+1
—23 422 -z | z—3 cociente
—32° +5x -5
3x? —3ux +3
2x —2 |
resto

-

Se expresa como:
2’ =4’ +6r—5=(2—x+1)(z —3)+ 2z —2

dividendo divisor cociente resto
0
dividendo resto
~ 7\
x® —42* + 62 —5 22 —2
5 =r—3 t—5—
(> —z+1) —~— (z"—x+1)
———— coclente N— —
divisor divisor

( RUFFINTI: divisién de un polinomio por =z — a.

AN

= Se ordena el polinomio dividendo de mayor a menor grado y se completan con ceros los coeficientes de los términos ausentes.
Se escribe el nimero a (con signo cambiado) en la parte izquierda de la tabla de Ruffini.

Se baja el primer coeficiente del polinomio, se multiplica por a y el resultado se coloca debajo del siguiente coeficiente.

Se suman los nimeros de esa columna y el resultado se coloca abajo.

Se repite el proceso: multiplicar el resultado por a, colocarlo debajo del coeficiente siguiente y sumar.

= El ultimo nimero obtenido es el resto de la division, y los demas niimeros corresponden a los coeficientes del cociente.

Ejemplo: (z* — 2% — 22 — 6) : (z — 2)

1 0 -1 -2 -6
2] 2 4 6 8
12 3 4 2

(%) Sifalta un coeficiente de un cierto grado se pone un cero.

En este caso falta 3.

Se expresa Commo:
gt —2? 20 —-6=(r—2) (" +22° +3x +4)+_2

LY M v g
dividendo divisor cociente resto
0
dividendo
r4 9 % N
Tzt —ax" -2 —6 3 9 2
=z +2r"+3r+44+—
T — 2 N ~ -z —2
~—— cociente S~
divisor divisor
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4 . . s . .
Factorizaciéon de polinomios.

Factorizacién de un polinomio de grado dos: az? + bc + c.

., _ /b2 _Aac ‘ . . .
Se resuelve la ecuacién de segundo grado ax? + bz + ¢ = 0. T = W, A = b — 4ac =discriminante

= Si tiene dos soluciones z1, 3 (A > 0) el polinomio queda factorizado como az? + bxr + ¢ = a(x — z1)(x — z3).
= Si tiene una solucién x; (A = 0) el polinomio queda factorizado como ax? + bz + ¢ = a(x — x1)%.

» Si no tiene solucién (A < 0) el polinomio no se puede factorizar (con nimeros reales).

Ejemplo: 222 — z — 1. Ejemplo: 22 + 4z + 4.
1+£v1+8 —44++/16 — 16
20 —x—1=0 <= :c:—+: L P r4r+4=0 <+—= o= =2
4 —1/2 2
222 —x —1=2(z — 1)(z+1/2) 2’ +dv+4=(z+2)°

Factorizacién de un polinomio p(z) en general.

» Se busca una raiz del polinomio: un valor z; tal que p(z;) = 0.
» Se divide el polinomio entre (z — z1) (por Ruffini), obteniendo p(z) = (z — z1)q(z), donde g(x) es el cociente.
= Se repite el procedimiento con g(x) hasta que el polinomio no pueda factorizarse mas.

iIMPORTANTE!

» Para buscar raices enteras de un polinomio con coeficientes enteros =" +a,,_1x,_1+. ..+ a1x + ag se buscan entre divisores
del término independiente ay.

= Para buscar raices racionales de un polinomio con coeficientes enteros a,x" + a,_12,_1 + ...+ a1x + ap se buscan de la
forma p/q, con p divisor de g y ¢ divisor de a,,.

= ;OJO! Lo anterior sélo sirve para buscar raices enteras o racionales. NO SIRVE para cualquier raiz.

= En general, es mejor tener un polinomio factorizado que sin factorizar.

zt —32% — 322 + 1124+ 6 = (z — 1)%(z + 2)(z — 3)

MENOS UTIL MAS UTIL
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( Ejemplo de factorizacién de un polinomio.

Factoricemos el polinomio 2% 4 22 — 5 — 6
- Buscamos raices enteras entre los divisores de 6. Los candidatos son 1, 2,3, —1, —2, —3. Vamos probando con Ruffini buscando resto cero.

11 -5 —6 1 1 -5 —6
Jz—17. 1] 1 2 -3 jiNo! z+2)7. =2 -1 2 6 jiSI!
1 2 =3 —9#0 1 -1 =3 0=0

(2?2 + 2 — bz — 62) = (v + 2)(2* — 2z — 3).
- Como es de grado dos, factorizamos 22 — 2 — 3 resolviendo la ecuacién de segundo grado:

14+v1+12 1+v13

2

¥-—r—-3=0 <= x:#:{ 2
2

Por tanto:

2 2

2? +2? — 50— 6= (v+2) (x

_1+¢§><x_1—¢ﬁ>
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VECTORES. ECUACIONES DE RECTAS Y PLANOS. DISTANCIAS.

( Médulo de un vector. ( Producto escalar. )
Médulo=Longitud: 13,1 22 L 132 w-v= ||u|||| U||cos(ang(i, V).
3, =+v324+12
[(z, 9l = V2> +y° /10 (x,y)- (2',y) =z’ +yy
(2,9, 2)[| = Va2 + y* + 22 (2,9, 2) - (;p', y',2') = xr' +yy + 2
- ) S /
( Producto vectorial ) ( Producto mixto )
U= (xvyaf)a _)ﬁf (-’17,,?/72/) U= (x,y72), U= ('/I‘valaz/% W= (:v”,y”,z”)
gk
UXU= |z y =z Lo
oy 2 [u, U, W] =
L =] Lo S
[a x o] = [[alll|d]]|sin(ang(d, 7))] e/
- J - J
( Ecuacién explicita de una recta. Funcién afin. A
y=m -x+ b
= m pendiente = “inclinaciéon” = tg(dngulo con eje OX)
= b coordenada de corte con eje OY
= Misma pendiente = Rectas paralelas o coincidentes
= Distinta pendiente = Rectas que se cortan 5 z T z
- _/
( Ecuaciones de una recta en el plano. )
Punto P = (x,y0) - Vector director 4 = (uq, usg) x = 4y +4=0
Paramétricas Continua )
Vectorial separa T= To +lu despeiat\x — g Y— Y simplifica
(xay):(w07y0)+t(u17 2) M Y= Yo + 1 up e‘g“aa> u - U K >
1 2
Implicita 2 4 &
Aet Byt C =0 (A, B) normal
(A, B) vector normal &
. J
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4 . 1
Ecuaciones de una recta en el espacio.

simplifica 2 a 2
_—>

Implicitas

Ar+By+Cz+D =0
Ar+By+Cz4+D =0

-

Recta como interseccién de dos planos.

Punto P = (zo,y0,20) , Vector director @ = (uq, ug, us)

Paramétricas

r= x9g +1u
_ Continua
VeCtOI’ial separa y - yo + t U/Q despeja t _ _ o
. coordenadas o e iguala R € Zo o y yO . zZ 20
(z,y,2) = (20, Yo, 20) +t(ur, ug, us) —_— z= zyp +1us > = =
Uq U2 Uus

4 .
Ecuaciones de un pl

ano en el espacio.

Punto: P = (0, Yo, 2

o) Vectores: @ = (uy,us

,Ug) 7/(7:

Vectorial

(z,y,2) =(x0, Yo, 20)+t(ur, ug, ug)

Paramétricas
r= x9g +tu +sv;

Y= Yo +tux +su
z2= 2y +tug +suv3

Implicita
T— To Y— Y ~2Z2— 20
U1 U9 Uus
U1 (%) U3

!

-

Ax+By+Cz+D=0
(A, B, C) vector normal

=0

(U17 V2, U3)

Az +By+Cz+ D =0

f . .
Distancia de un punto a una recta en el plano.

4 o . 1
Distancia de un punto a un plano en el espacio.

r=ax+by+c=0,

G

axrgy + byg + (?|

P=(eow) |d(Pr) =]

Va? + b?

T=ar+by+bz+d=0
P:(I07y0)

&

_awo + byo + czo + d|

d(P, )

4 . . o
Distancia de un punto a una recta en el espacio.

4 . o
Distancia entre dos rectas que se cruzan.

punto: A

v.director: @ ’

=1

Punto: P.

]

AP x i
d(P,r):” x ]|

, = | punto: A , — | punto: B
— | v.director: u, ’ ~ 7| v.director: i,
AB, ., i,
d(r, s) = B, T, Go]
||, x ]|
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