Tema III. Capitulo 1. Espacios vectoriales y subespacios vectoriales.

Tema 111

Espacios vectoriales

1. Espacios vectoriales y subespacios vec-
toriales.

1 Espacios vectoriales.

1.1 Definicion.

Definicion 1.1 Sea K un cuerpo conmutativo y V. un conjunto no vacio. Se dice que V
tiene estructura de espacio vectorial sobre IK si cumple:

1. Eziste una operacion interna + : V x V. — V (que se llama suma) con la cual V
tiene estructura de grupo abeliano, es decir, se verifica:

(a) Propiedad asociativa: T+ (y+z) = (T +Yy) + 2, para cualesquiera T,y,z € V.
(b) Elemento neutro: 30 € V tal que 0+ 2 =z + 0 = Z, para cualquier T € V.

z,
(¢) Elemento opuesto: para cualquier T € V, 3(—=x) €V ¢

=0.

€~2|

T+ (-7) = (-1) +
(d) Conmutativa: T+ y =y + &, para cualesquiera T,y € V.
2. Eziste una operacion externa () : IK x V. — V wverificando:

(a) 1-% =Z para cualquier T € V.

(b) (af) -z =a- (8 ), para cualesquiera a,f € IK yx € V.

(c) (a+p)-T=a -+ [ T, para cualesquiera a,f € K yz € V.
(d) a-(Z+7y) =« T+ -y, para cualesquiera T,5 € V y a € K.

A los elementos de un espacio vectorial se les llama vectores.
Algunos de los ejemplos mas usuales de espacios vectoriales son:

1. V = IK es un espacio vectorial sobre IK.
2. V = Myxn(IK) es el espacio vectorial sobre IK de matrices m x n.
3. V =8,xn(K) es el espacio vectorial sobre IK de matrices simétricas n x n.

4. V = Pp(IK) es el espacio vectorial de polinomios con coeficientes en IK de grado
menor o igual que n.
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1.2 Propiedades

1. a-0 =0, para cualquier a € IK.

Prueba: Se tiene:

a-0=a-0+0)=a-0+a-0 = a-0=0
2. 0-7 =0, para cualquier Z € V.
Prueba: Se tiene:
0-2=(0+0)-2=0-2+0-7 = 0-z=0.

3. a-2=0 = a=0, 6 z=0.
Prueba: Si a-Z =0y a # 0 entonces « tiene inverso y:
i=1-Z=(ata) - z2=a' (a-Z)=a1-0=0.

4. (-1)-x = —=&, para cualquier T € V.

Prueba: Basta tener en cuenta que:

5. (—a) T =a-(—Z) = —(a- ), para cualesquiera o € IK, € V.

Prueba: Por las propiedades anteriores:

6. Sia#0y a-T=a-y entonces T = g.

Prueba: Si a # 0 entonces tiene inverso y:
a-t=a§ = (ala)T=a

7.5 2 #0ya-T=[-T entonces o = 3.

Prueba: Se tiene:
a-z=p-2 = (a—p)-z=0.

Como Z = 0, por las propiedades anteriores deducimos que:

a—pf=0 = a=0.

2 Subespacios vectoriales.

2.1 Definicion y caracterizaciones.

Definicion 2.1 Dado un espacio vectorial V' sobre un cuerpo IK, un subconjunto S C 'V
no vacio se dice un subespacio vectorial de V' si .S es un espacio vectorial sobre IK con
la restriccion de las operaciones de V.
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En realidad para identificar los subespacios vectoriales se suele utilizar una de las
siguientes caracterizaciones:

Teorema 2.2 Sea V un espacio vectorial sobre IK y S C V' un subconjunto no vacio. S
es un subespacio vectorial precisamente si se verifica:

1. x+y €8, para cualesquiera x,y € S.

2. A-x €5, para cualquier A € IK, z € S.

Equivalente, si se verifica:

a. a-T+ P -y €S, para cualesquiera T,y € S, o, € K.

Prueba: Si se cumplen las condiciones 1 y 2 las operaciones interna y externa de V
restringen a S. Por tanto por ser V espacio vectorial también lo es S. Reciprocamente,
si S es subespacio vectorial de V', las operaciones han de restringir y se cumplen las
condiciones 1 y 2.

Por otra parte veamos la equivalencia entre las condiciones 1,2 y la condicion a.
12 = a

zeSeaclK = a-z€8.

Por la condicion 2: jeSeBEK = B-jeS

Y ahora:

&

Por la condicién 1: aﬁ' 2 } = a-T+p-yes.

|

a = 12
Tomando en la condicién a, a = 1,8 = 1 obtenemos la condiciéon 1, z+ g € S.

Tomando en la condicién a, § = 0 obtenemos la condicién 2, a- T € S. [ |

Observacion 2.3 En todo espacio vectorial V' siempre hay dos subespacios vectoriales
llamados triviales, el total V' y el subespacio cero {0}.

2.2 Interseccion de subespacios vectoriales.

Proposicion 2.4 Sean Sy y So dos subespacios vectoriales de V', la interseccion S1 M Sy
es un subespacio vectorial.

Prueba: En primer lugar tenemos en cuenta que S; NSy es no vacio, porque 0 € S y
0 € S3. Ahora comprobamos la condicién de subespacio vectorial. Sean Z,7 € S1 NSy y
a, B € K. Se tiene:

} = a-x+0-y€ 5 NSy
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2.3 Suma de subespacios vectoriales.

En primer lugar observemos que la unién de subespacios vectoriales no tiene por que ser
un subespacio vectorial. Por ejemplo consideramos:

V=R?* S ={(z,0€cR? zecR};, Sy=1{(0,y) cR?yclR}.

Si tomamos (1,0) € S;USz y (0,1) € S1 U Sq, se tiene (1,0) + (0,1) = (1,1) € S1US2 y
por tanto la unién de S; y S3 no es un subespacio vectorial.

Sin embargo, dados dos subespacios vectoriales si podremos definir el subespacio suma,
mayor que la unién.

Definicion 2.5 Sean S1 y So dos subespacios vectoriales de V', definimos la suma de S
y So como:
S1+ S :{fl—i-.fg con Ty €51 YT € SQ}

Proposicién 2.6 La suma de dos subespacios vectoriales es un subespacio vectorial.
Prueba: Sean 51,52 € V dos subespacios vectoriales de V. Tomemos Z,y € S1 + Sz ¥

a, B € K. Se tiene:

TeESI+Sy = IT=ZT1+Ty conZy €51,T3E€ S
yeSi+S2 = y=1i1+y2, cony € 51,92 €5

por tanto

a-T+p-yg=a (T1+T2)+L-(h+9)=a-T1+0-1+a-To+ 72 €S1+ Sa.

€St €S2

Proposicién 2.7 La suma de dos subespacios vectoriales es el menor subespacio vectorial
que contiene a union.

Prueba: Sean 57,5 € V dos subespacios vectoriales de V. En primer lugar esta claro
que S1 U Sy € S1 4+ S5. Ahora sea S un subespacio conteniendo a S7 U Sy y veamos que
S1+ 5 CS.

_ - - _ 1 €S CSUSyCS o _
zeSI+85 = w_x1+xgcon{$2€SQCS1USQCS = IT=I1+T2E8.

Este concepto de generaliza de manera natural para un nimero finito de subespacios.

Definicion 2.8 Sean S1,S5,...,5; subespacios vectoriales de V, definimos su suma
como:
S1+SQ+...+Sk={§31+i’2+...+i’k con T € S1, Ty € So, ,...,(kaSk}
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2.4 Suma directa.
Definicién 2.9 Sean S1,S2 dos subespacios vectoriales de U. Si S1N Sy = {0}, entonces
al espacio suma S1 + Sy se le llama suma directa de S; y So y se denota por:
S1 @ Ss.
Proposicién 2.10 Sean Si,59 dos subespacios vectoriales de U. La suma S1 + So es

una suma directa si y solo si todo elemento de S1 + Sa se descompone de manera Gnica
como suma de un elemento de S1 y otro de Ss.

Prueba: Supongamos en primer lugar que la suma es directa, es decir S; N Sy = {0}.
Veamos que entonces la descomposicion es Unica. Sea T € S + Sa. Si:
T=I1+T2=Y1+y2 conT,y1 €51 Yy T2,Y2€ 52

entonces
T1—1=§2—T2€51NSy = T1—jh1=G—-T=0 = 1 =045, T3=70.
Ahora supongamos que la descorflposicién es Unica y veamos que la suma es directa.

Hay que comprobar que S; NSy = {0}. Sea T € S1 N Se; puede descomponerse como:

Z=2+0conz€S5,0€S5, ytambién Z=0+Zcon0€S,z¢€ So.

Por la unicidad de la descomposicién deducimos que z = 0. [ |
Este concepto puede ser generalizado a més de dos subespacios.

Definicién 2.11 Sean Si,S3...,Sk subespacios vectoriales de U. Si (S1+ ...+ S;) N

Si+1 = {0} para cualquier i, 1 <i <k —1 entonces al espacio suma S1 + Sa + ...+ Sk
se le llama suma directa de S1,52,...,S5, y se denota por:

S18S5®...88;.

Proposicién 2.12 Sean S1,59,..., S subespacios vectoriales de U. La suma S1 + So +
...+ Sk es una suma directa si y solo si todo elemento de S1+S2+. ..+ Sk se descompone
de manera tinica como suma de elementos de S1,S9,...,5k.

Prueba: Supongamos que la suma es directa. Sea T € S; + ...+ Si y supongamos que
tenemos dos descomposiciones distintas de Z:

T=Z14+...+Zh=§14...+ Uk, TG €S, i=12,... k
Entonces aplicando que (S7 +...4 Sk_1) + Sk es una suma directa vemos que g = yg, y:
T+ .+ T =G+ ...+ Yoo
Utilizando ahora que (S1+. ..+ Sk_2)+ Sk—1 es una suma directa vemos que Tx_1 = Y1,
Ti+.. +Tho=01+...+ Jp_o.
Repitiendo el proceso deducimos que x; = y; para i =1,2,...,k.

Reciprocamente supongamos que la descomposicién es tinica. Veamos que para cualquier
i=2,...,k (S1+... 4+ Si) + Sit1 es una suma directa.

Cualquier £ € S71 + ...+ S; se escribe como suma de elementos de Si,...,S;. Por
hipétesis esta descomposicién es tnica. Aplicando la Proposicién 2.10 deducimos que la
suma es directa, es decir, (S + ...+ S;) N S;41 = {0} ]
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2.5 Subespacios suplementarios.

Definicion 2.13 Sean Sy, S2 dos subespacios vectoriales de V. Se dice que son suple-
mentarios si cumplen:

S1nNSy = {0}
S1+S =V
o equivalentemente:
S1d Sy =1V.

Si 571,59 son subespacios suplementarios sabemos que un vector T € V cualquiera se
descompone de manera tnica como T = T1 + T2, con T1 € S1y To € So:

Z1 se llama la proyecciéon de T sobre S; paralelamente a Ss.
Z9 se llama la proyeccién de T sobre S; paralelamente a 5;.

Es interesante tener en cuenta que mas alla del trasnfondo algebraico el concepto es
muy geométrico. En el siguiente dibujo estd representado un ejemplo. Lo subespacios
suplementarios son el plano S; (en rojo) y la recta Sy (en azul), cualquier vector Z puede
descomponerse como suma de un par de vectores &1 y T2 en cada uno de los subespacios.
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Geométricamente el vector I; se construye tomando la recta paralela a Sy por el
extremos del vector Z y cortando con el plano S;. De ahi que se llame proyecciéon de Z
sobre Sp paralelamente a Ss.

Anidlogamente el vector 5 se construye cortando el plano paralelo a S7 por el extremo
de Z con la recta Sj.

Basandonos en esta descomposicion, podemos definir la siguientes funciones proyeccion:

p1:V—>V pg:V—)V
r — I r — T2

La funcién p; se llama la funcién proyeccién sobre S7 paralelamente a Sy y la funcién
p2 es la funcién proyeccién sobre Sy paralelamente a Sj.

Estas funciones verifican las siguientes propiedades:
L. p1+pe = 1d

2. prop1=p1yp20p2 =ps.

3. propa =prop1 =0.
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