Tema II. Capitulo 2. Determinantes.

2. Determinantes.

1 Preliminares sobre permutaciones.

Definicion 1.1 Dado un niumero natural n llamamos conjunto de permutaciones de
n elementos y lo denotamos por Perm(n) al conjunto de reordenaciones posibles de los
numeros enteros 1,...,n.

A los elementos de Perm(n) se les denomina permutaciones.

De esta forma dar un elemento de Perm(n) es dar una aplicacién:

o: {1,...,n} — {1,...,n}
1 — o(1)

n — o(n)
de manera que o(7) indica que nimero colocamos en la posicién i-ésima.

Sabemos que n elementos pueden ordenarse de n! maneras distintas, por lo que el
conjunto Perm(n) tiene n! elementos.

Dada una permutacién ¢ podemos considerar la permutacién inversa ¢~ ! que no
es mas que tomar la aplicacién inversa de o.

Definicion 1.2 Llamamos trasposicion a una permutacion que mantiene todos los el-
ementos en el mismo orden excepto dos de ellos que son intercambiados.

Puede probarse que toda permutacién se descompone en composicion de trasposi-
ciones. Esto nos permite definir lo siguiente:

Definicion 1.3 Dada una permutacion o llamamos signatura de o y la denotamos por
e(o) al nimero:

e(0) = (-1)*

donde k es el numero de trasposiciones en que puede descomponerse o.

Puede comporbarse, que aunque el nimero de trasposiciones en que puede descompon-
erse o no es unico, si lo es su paridad. De esta forma si una permutacién es composicién
de un nimero par de trasposiciones, su signatura sera 1; por el contario si es composicién
de un nimero impar de trasposiciones, su signatura serd —1.

Por otra parte dada una descomposiciion en trasposiciones de una permutacion o,
parace claro que la permutacién inversa o~ se obtiene componiendo la inversa de las
trasposiciones. Por tanto la signatura de una permutacién y la de su inversa coinciden:
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2 Determinante de una matriz cuadrada.

2.1 Definicion.

Dada una matriz cuadrada A, llamaremos A; a cada una de sus filas:

ail ai19 e A1n
asy ao9 N aon

A= . - N Ai = (a1, 52, . . ., Gin).
anl Ap2 ... Qpn

Definicion 2.1 El determinante de una matriz cuadrada A es una aplicacion del con-
junto de matrices cuadradas sobre el cuerpo IK:

a1 a2 ... aip
Mo — ;. [A] = det(Ay, A, ..., Ag) = | o0 2 o
anl Qp2 ... Qpnp
verificando las siguientes condicion para cualesquiera i,j € {1,2,...,n}:

1. Es una aplicacion multilineal:

det(Al,...,Ai—{—A;,...An) :det(Al,...,Ai,...An)—|—d€t(A1,...,A;,...An).
det(Aq,...,ad;, ... Ay) = a-det(Ay,..., A, ... Ay), para cualquier o € K.

2. Es una aplicacion antisimétrica:

det(Al,...,Ai,...,A]’,...,An):—det(Al,...,Aj,...,Ai,...,An).

3. |In| = 1.

2.2 Propiedades.
1. El determinante de una matriz con dos filas iguales es 0:
det(Aq, ..., Aiy ..., Ajy ... Ap) = 0.
Prueba: Como consecuencia de la condicién de antisimetria:
det(Aq, ..., Aj . .. Ao Ay) = —det(Ar, ..., Aiy oo A Ay)

y por tanto:
Qdet(Al,...,Ai,...,AZ’,... ,An) =0.

2. El determinante de una matriz con una fila nula es 0:
det(Aq,...,0,...,Ay) =0.
Prueba Por la multilinealidad del determinante:

det(Al,...,O,...,An):0~d€t(A1,...,0,...,An):0.
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3. Si a una fila se le suma otra multiplicada por un escalar el determinante no varia:
det(Al,...,Ai,...,Aj —FAAZ,,An) :det(Al,...,AZ‘,...,Aj,...,An).

Prueba: Utilizamos la multilinealidad del determinante y la primera de las propiedades
enumeradas:

det(Al,...,Ai,...,Aj—|—)\'Ai,...,An):
:det(Al,...,Ai,...,Aj,...,An)—i—)\det(Al,...,Ai,...,Ai,...,An):
:det(Al,...,Ai,...,Aj,...,An).

2.3 Calculo del determinante.

Sea A € M,,«n, una matriz cuadrada n-dimensional.

Denotamos por E; a la fila formada por un 1 en la posicién i-ésima y 0 en el resto:

Con esta notacién:

n
A; = (ai1, Gi, . . ., Gin) = ZaijEj.
j=1
Ahora calculemos el determinate de A:

det(A) = det(Al, AQ, ce ,An) = det( Z alilEil, Z agith, ey Z am-nEin)

i1=1 io=1 in=1

Teniendo en cuenta la multilinealidad del determinante obtenemos:

n
det(A) = Z QA14; A4y « - - Ay, * det(Eﬂ, Eip,... ,Em).
i1,i9,0min=1
Ahora en la expresion det(E;1, Ej2, ..., Ei,) si aparecen dos filas repetidas el determi-
nante es cero, en otro caso siempre podemos reordenar las filas como det(E1, Eo, ..., E,),

teniendo en cuenta que por cada cambio de posiciéon de dos filas la expresiéon cambia de
signo. Como consecuencia de esto y con la notacion descrita en la seccién preliminar del
capitulo, la férmula del determinante queda:

det(A) = ZoePe'rm(n) 6(0’)0,10(1)0,20(2) <+ Apo(n)

2.4 Determinante de la matriz traspuesta.
Teorema 2.2 5S¢ A es una matriz cuadrada n-dimensional:

det(A) = det(A")

Prueba: Utilizamos la formula obtenida en la seccién anterior:

|At‘ = ZO’EPBT'I’I’L(TL) 6(0)(At)10(1) (At)2a(2) R (At)na'(n) =
= ZoGPerm(n) 6(0’)&0(1)10,0(2)2 <+ Qg(n)n-
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Ahora reescribimos cada monomio anterior utilizando la permutacion inversa de cada o.
Recordemos que la signatura de una permutacién y de su inversa coinciden. Queda:

|At‘ — Z 6(0_1)6110*1(1)&20*1(2) o Opo—1(p)-

o€Perm(n)

Finalmente si en el sumatorio anterior ¢ recorre todas las permutaciones posibles de n
elementos, entonces o ! también recorre todas las permutaciones de n elementos y asf:

det(A") = Z €(p)a1p(1)a2p(2) - - - Anp(n) = det(A).

p€Perm(n)
|
Como consecuencia del teorema anterior:
Todas las propiedades de los determinantes ciertas
para filas son también véalidas para columnas.
2.5 Determinante del producto de matrices.
Teorema 2.3 Sean A, B dos matrices cuadradas n dimensionales. Entonces:
det(AB) = det(A)det(B).
Prueba: Denotamos por C' = AB a la matriz producto de A y B. Sabemos que:
n n
Cij = Z a;xbgj, y por tanto C; = Z a;; B
k=1 k=1
Entonces:
|C| = det(Cl, CQ, NN Cn) = det(zzl allekl,ZZQ aleBkQ, ey Zgn alkann) =
= 22171627.”7/% A1k Alky - - - alkndet(BklaBkga RN Bkn)-
Pero si algin k; = k; entonces det(By,, B,, - - -, Bi,,) es nulo. Nos quedamos s6lo con los
términos donde aparecen los indices k1, ..., k, tomando todos los posibles valores entre 1

y n, pero quiza en otro orden. Es decir, esos indices determinan una permutacién de n
elementos de manera que ahora la expresién anterior se escribe como:

|C| = Z A15(1)A20(2) - - - ano(n)det(Ba(l)v Ba(2)7 <. 7B<7(n))
oc€Perm(n)
Reordenamos las filas B, (1), By(2), - - -, Bo(n) como Bi, ..., By, teniendo en cuenta que por

cada cambio de posicion de dos indices el determinante cambia de signo. Obtenemos:

|IC| = Z 6(0)(110(1)&20(2) e a,w(n)det(Bl, Bs,...,B,) = det(A)det(B).

o€Perm(n)

3 Desarrollo de un determinante por menores.

3.1 Menores de una matriz.

Definiciéon 3.1 Dada una matriz A € My,x, se llama menor de orden r de dicha
matriz ol determinante que se obtiene queddndonos con los elementos de las r filas y r
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columnas que se indiquen:

Airjr Qiggo -+ Qigge

A ( 1199 .. . Uy ) | Fizgr Qiggy - Qg
J1j2- - Jr : : : :

aile airj2 R airjr

coniy <ig<...<t yj1<jo<...<Jr.

3.2 Adjuntos de una matriz.

Definicién 3.2 Dada una matriz cuadrada A € My, se llama adjunto A;; al menor

obtenido de suprimir la fila i-ésima y la columna j-ésima multiplicado por el factor
(—1)1H.

Se cumple la siguiente propiedad:

Proposicién 3.3 Dada una matriz cuadrada A € My xn:

1 0O ... 0
anl Qp2 ... Qpp
Prueba: Llamamos B a la matriz:
1 o ... 0
anl ap2 ... Qnpp

Utilizando la férmula para el determinante tenemos:

Bl= Y e(0)bio1)b20(2) - - - bro(n)
o€Perm(n)
Pero b;; =0sii =1y j > 1. Ademds b;; = 1. Si o es una permutacién que cambia de
posicién el uno (o(1) # 1) entonces by(1) = 0 y el correspondiente término del sumatorio
se anula. Teniendo en cuenta esto, podemos quedarnos tinicamente con las permutaciones
que dejan fijo el 1. Estas pueden entenderse como permutaciones sélo de los ntmeros
2,...,n,de manera que obtenemos:

’B| = ZO'GPerm(Z.‘.,n) E(U)bZJ(Q)bSU(3) s bna(n)
= ZaGPerm(Z...,n) 6(0)0’20(2)@30(3) -+ Qpo(n) = Aqr.

Corolario 3.4 Dada una matriz cuadrada A € My xn:

ajl NN alj N QA1p
A;—-11 NN (Iiflj e Qi—1n
Ay=1| 0 1 0
ai+11 --- Qi1 .-+ Qitln
anl N Qnj N Ann
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Prueba: Basta aplicar el resultado anterior teniendo en cuenta que podemos mover la
fila ¢-ésima y columna j-ésima hasta la posicién 1, 1. Para ello hacemos i—1, j — 1 cambios
de signo, por lo que aparece el término:

(_1)i71+j71 — (_1)i+j.

3.3 Desarrollo del determinante por filas y por columnas.

Veamos como calcular un determinante de una matriz cuadrada A desarrollando por
la fila i-ésima:
|A| == det(Al,...,Ai,...,An) =
= d@t(Al, e aiEr o+ amBEy, .. An) =
= aﬂdet(Al,.. .,El,...,An) + ... —i—amdet(Al,.. . ,En,.. ,An)
=a;1 i+ ...+ aindin

Deducimos la siguientes férmula para el calculo de un determinante desarrollando por la
fila -ésima:

Al = 320 ai Aij

y la analoga desarrollando por la columna j-ésima:

|Al = 371 ai Aij

La importancia de ambas férmulas es que nos permiten reducir el calculo de un deter-
minante n-dimensional a uno n — 1-dimensional, pudiendo repetir esta reduccién de la
dimension del problema cuantas veces deseemos.

4 Rango de una matriz.

Definicion 4.1 Dada una matriz A definimos el rango de una matriz como el mayor
orden de todos los menores de A distintos de 0.

Como consecuencia de las propiedades del determinante se verifica:

1. El rango de una matriz coincide con el de su traspuesta.

2. Si efectuamos operaciones elementales fila o columna sobre una matriz su rango no
varia.

5 Inversa de una matriz.

El uso de determinantes nos proporciona un método para calcular la inversa de una matriz
cuadrada A. Observemos que una condicién necesaria para que una matriz cuadrada A
tenga inversa es que su determinante sea no nulo, ya que:

1

A-AV=1d = det(A)det(A™")=1 = det(A)#0y det(A™) = det(A)’

Introducimos la siguiente definicién:
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Definicion 5.1 Dada una matriz cuadrada A llamamos matriz adjunta de A a la
traspuesta de la matriz de adjuntos:

A A ... An
A A oo A
(i) = | =5 TF T
Anl An2 s Ann
Calculemos ahora el producto:
B=A-(adjA).
Se tiene:
zg - Z azk ad]A k] Z azkA]k-
k=1
Sid=j:
n
big = Y apAig = |A].
k=1
Sii# j,

n n
bij = > airAjr = Y aixCa = |C|,
k=1 k=1

donde C' es una matriz igual a la matriz A, salvo en la fila j-ésima que es tomada igual a
la i-ésima. Como consecuencia de esto |C| = 0 y queda:

A-(adjA) = |A|lLd.
Por otra parte:
(adjA) - A= (A" (adj A)")' = (A" - (adjA")) = |A'|Id" = |A|Id

Por tanto si |A| # 0:

adjA) = Id
|A|( ) =

1 IAI
T (adjA)-A=1d

Como consecuencia de todo esto se verifica el siguiente teorema:

Teorema 5.2 Sea A una matriz cuadrada n-dimensional. A es inversible (o regular; o
no singular) si y sélo si su determinante es no nulo. En ese caso se verifica:

1

A—l
Al

adjA Y Al = —
C(adjA) A7 =
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