ALGEBRA LINEAL I Soluciones a la Practica 7
Endomorfismos (Curso 2020-2021)

1.— Dada la matriz:

(a)

s
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Estudiar si es triangularizable por semejanza.

El polinomio caracteristico es:
|A—Md| = —(\—1)*(\—2).
Por tanto hay dos autovalores:

A1 =1 con multiplicidad algebraica 4

A2 =2  con multiplicidad algebraica 1
La suma de las multiplicidades algebraicas coincide con la dimensién de la matriz. Por tanto esta
triangulariza.
Hallar sus autovalores y autovectores.

Los autovalores asociados al autovalor 1 cumplen:

(A—1Id) — rz—y=0, t=0.

S + N ey
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Son dos ecuaciones independientes, por tanto el subespacio caracteristico tiene dimensién 5 — 2 = 3.
Buscamos una base del mismo:

Sy = £{(1,1,0,0,0),(0,0,1,0,0), (0,0,0,0,1)}.

Los autovalores asociados al autovalor 2 cumplen:

(A —2Id) — x—2y=0, z=0, t=0, u=0.

S ey
Il
o OO OO

Son cuatro ecuaciones independientes, por tanto el subespacio caracteristico tiene dimensién 5 —4 = 1.
Buscamos una base del mismo:

Sy = £{(2,1,0,0,0}.



2.—

(a)

Consideramos la matriz
-1 -1 -1 -1

0 1 0 -1

Probar que A es una matriz triangularizable.

Una matriz cuadrada es triangularizable si la suma de las multiplicidades algebraicas de sus autovalores
coincide con su dimensién.

Calculemos los autovalores. Son las raices de su polinomio caracteristico:
pa(\) = |A = AId| = (=1 — X)2\2
Vemos que hay dos autovalores:
)\1 = O; m()\l) = 2;
)\2 = —1; m(>\2) = 2,
La suma de las multiplicidades es 4 y por tanto A triangulariza.
Calcular los subespacios de autovectores de A.
Los espacios de autovectores de A son

Sy, = S0 =Vi = ker(A— \Id) asociado a A1 = 0.
Sy, =S5_1=U; = ker(A — X21d) asociado a \g = —1.

Ambos subespacios son de dimensién 1 ya que la multiplicidad geométrica de los dos autovalores es 1.
En el apartado anterior hemos calculado ademéas un vector que los genera:

S() ZE{(—170,1,0)}; 571 ZE{(O,Q—LI)}.

Sea el endomorfismo de IR,

fiRP =R, f(z,y,2) = (x+y+32,4y,3x —y + 2)

Hallar la matriz Fo asociada o f respecto de la base candnica.

Calculamos la matriz directamente trasladando coeficientes.
1 1 3
Fc=10 4 0
3 -1 1

Demostrar que [ es diagonalizable.

El endomorfismo es diagonalizable si y sélo si la suma de multiplicidades algebraicas de los autovalores
coinciden con la dimensién del espacio (dim(IR®) = 3 en este caso) y las multiplicidades geométricas
coinciden con las algebraicas.

Comenzamos entonces calculando el polinomio caracteristico:
1—2A 1 3

3 -1 1—\ 3 1—A

== =2)?=3)=E-NA-N)(=2-1) = 4=V 2-))



Tenemos por tanto dos autovalores:

- A1 = 4 con mutliplicidad algebraica 2.

- A2 = —2 con multiplicidad algebraica 1.

La suma de algebraicas es tres.

La geométrica de Ao = —2 es uno por serlo también la algebraica.

Resta por comprobar por tanto que la geométrica de A\ = 4 es dos:

-3 1 3 -3 1 3
mg(4) =3 —rg(Fo —4Id) =3 —ryg 0 0 0]=3-rg 0 0 0]=3-1=2
3 -1 -3 0 0 O
(iii) Hallar los autovectores de f.
Los autovectores asociados a A1 = 4 son:
x 0
(Fe—4ld) |y | =10], <= -3z4+y+32=0

z 0

Resolviendo y = 3x — 3z. Por tanto las paramétricas del subespcio caracteriistico asociado a \; = 4

son:

T =\, y =3\ —3u, zZ=U
y asi

Sq = £{(1,3,0),(0,—-3,1)}.

Los autovectores asociados a Ay = —2 son:

x 0

(Fe+2ld) |y |=[0], <~ 3z+y+32=0, 6y = 0.

z 0
Resolviendo y = 0 e x = —z. Por tanto las paramétricas del subespcio caracteriistico asociado a
Ay = —2 son:

T =\, y =0, z=-A

y asi

S = 'C{(]-v 0, _1)}

(iv) Hallar una base de IR? respecto de la cual la matriz asociada a f sea diagonal.

Es la base de autovectores:

B =1{(1,3,0),(0,-3,1),(1,0,—1)}.

(v) ¢Eziste n € N tal que traza(FZ) = 320172

La traza de una matriz diagonalizable coincide con la suma de los autovalores (contados con
multiplicidad).

Entonces:
traza(FG) =2-4" + (=2)"

Pero esa expresién siempre es par para n > 1 por tanto es imposible que sea 32017,



4.— Para cada nimero real a € IR se definie el endomorfismo de IR?:

f:R> — R f(zr,y,2) = (x4 2y — 22,2z +y — 22,a2)

(i) Estudiar en funcidn de los valores de a si el endomorfismo f es diagonalizable y/o triangularizable.

El endomorfismo es triangularizable si y sélo si la suma de las multiplicidades algebracias de los
autovalores coincide con dz’m(]R3); es diagonalizable si ademads las multiplicidaes geométricas y
algebraicas coinciden.

Los autovalores son las raices del polinomio caracteristico; para calcular éste comenzamos escribiendo
la matriz asociada a F en la base canénica de IR®. En cada fila colocamos los coeficientes de cada
componente de la imagen:

1 2 =2
Fe=1(12 1 -2
0 0 a
El polinomio caracteristico es:
1-A 2 -2 1\ 9
P =Fe—Adl=] 2 1-A =2 |=(=XN|"," | ,|=
0 0 a— A

= (a-N((1-A)? =22 = (a— N3 - (-1 - A

Teniendo en cuenta si alguna de las raices del polinomio se repite o no, distinguimos los siguientes casos:
- Si a # —1, 3 las tres raices son distintas. Los autovalores son por tanto:

A1 = a con multipliciad algebraica 1. Ay = 3 con multipliciad algebraica 1. A3 = —1 con multipliciad
algebraica 1.

La suma de algebraicas es 3 por tanto el endomorfismo triangulariza. Ademads si multiplicidades
algebraicas son 1 las geométricas también valen 1. Concluimos que el endomorfismo también
diagonaliza.

- Si a = —1, el polinomio queda p(\) = (=1 — A\)%(3 — \). Los autovalores son por tanto:
A1 = —1 con multipliciad algebraica 2. A2 = 3 con multipliciad algebraica 1.

La suma de algebraicas es 3 por tanto el endomorfismo triangulariza. Para Ay = 3 la multiplicidad

algebraica es 1 y asi la geométrica también. Para el autovalor \; = —1 calculamos la multipliciad
geométrica:
2 2 =2
m.g(—1) =3 —rango(Fe — (=1)Id) =3 —rango | 2 2 -2 | =3-1=2=m.a(-1).
0 0 O

Vemos que para ambos autovalores la multipliciad geométrica y algebraica coincide: el endomorfismo
diagonaliza.

- Si a = —3, el polinomio queda p(\) = (3 — A)?(—1 — \). Los autovalores son por tanto:

A1 = 3 con multipliciad algebraica 2. Ay = —1 con multipliciad algebraica 1.
La suma de algebraicas es 3 por tanto el endomorfismo triangulariza. Para Ay = —1 la multiplicidad
algebraica es 1 y asi la geométrica también. Para el autovalor Ay = 3 calculamos la multipliciad
geométrica:

-2 2 =2

m.g(3) = 3 — rango(Fc — 31Id) = 3 — rango 2 -2 -2 ] =3-2=1%#m.a(3).
0 0 0



(iii)

Vemos que las multiplicidades geométrica y algebraica de Ay = 3 NO coinciden, por tanto el
endomorfismo no diagonaliza.

Conclusién: El endormorfismo triangulariza para cualquier valor de a y diagonaliza para cualquier
valor distinto de a = —3.

Para a =0 calcular una base B respecto a la cudl la matriz asociada Fp sea diagonal.

Hemos visto que para a = 0 el endomorfismo es diagonalizable. La base B respecto a la cuél diagonaliza
es la formada por los autovectores.

Vimos que los autovalores eran A\; = 0, Ay = 3 y A3 = —1. Calculamos una autovector asociado a cada
uno de ellos.

- Autovalores asociados a A\ = 0:

x 0
(Fe—0-Id) |y ]| =|0)] < z+2y—22=0, 20+y—22=0
z 0

Resolviendo en funcién de un parametro:

r=2a, y=2a 2z=3a

El subespacio caracteristico asociado a A\; = 0 queda Sy = £{(2,2, 3)}.

- Autovalores asociados a Ay = 3:

(Fe —3-1d) — 2r+4+2y—2z=0, —-32=0

ISISI
Il
o

Resolviendo en funcién de un pardmetro:

El subespacio caracteristico asociado a A2 = 3 queda Sz = £{(1,1,0)}.

- Autovalores asociados a A3 = —1:
x 0
(Fe—(-1)-Id)[y|=10] < 2z+2y—22=0, z2=0
z 0
Resolviendo en funcién de un parametro:
r=a, y=-—a, z2z=0

El subespacio caracteristico asociado a Ay = 3 queda S3 = L{(1,—1,0)}.

Por tanto la base B pedida es:
B={(2,2,3),(1,1,0),(1,-1,0)}.
Para a =1 calcular traza(FL').
Para a = 1 el endomorfismo es triangularizable. Sabemos entonces que existe una base B’ tal que:

Fp = Mg\ FcMpc



donde Fp: es una matriz diagonal formada por los autovalores. Equivalentemente:
Fo = MpcFeMg/,

De ahi se deduce que:
1515 _ a7 1515 3 r—1
FC == B/CFB/ B'C*

Usando la propiedad de la traza traza(X) = traza(P~'X P) tenemos que:
traza(FEY) = traza(F').

Vimos que para a = 1 los autovalores son 1,3 y —1. Por tanto:

1 0 0

FB/: O 3 O

0 0 -1
11518 0 0 1 0 0
F1§15: 0 31515 0 — 0 31515 0
0 0 (—1)w15 0o 0 -1

Finalmente:
traza(FL") = traza(FE'°) = 14311 — 1 = 31515,

Dado a € R se define el endomorfismo de IR,

f:R® - R?, flr,y,2) = (t+y+z,xa+y+az,x+y+2)

Hallar la matriz Fo asociada o f respecto de la base candnica.

Simplemente trasladando coeficientes:

1
Fo=1|1
1

— =
—Q =

Estudiar para que valores de a la aplicacion es diagonalizable y/o triangularizable.

La matriz triangulariza si la suma de las multiplicidades algebraicas coincide con la dimensién del
espacio, es decir, es dim(IR3) = 3. Diagonaliza si ademds la multiplicidad algebraica de cada autovalor
coincide con la geométrica.

Para analizar todo esto comenzamos calculando el polinomio caracteristico. Sus raices son los
autovalores.

1-x 1 1 -2 0 A
|Fo —Mdj=| 1 1-X a |=|1 1=\ a |=
1 1 1-X 1 1 1=
-2 0 0
=11 1-=X a+1|==-XA=-N2=-X)—(a+1)=-2AAN=3x—a+1).
1 1 2=

Tenemos garantizado que un autovalor es \; = 0. Resolvemos la ecuacién A\?> — 3\ —a + 1 = 0 para
factorizarlo y hallar otros posibles autovalores:

3E+v5+4a

A:
2



Distinguimos entonces varios casos dependiendo de el nimero de soluciones de la ecuacién de segundo
grado.

- Si5+4a < 0, es decir, si @ < —— entonces la ecuacion de segundo grado no tiene soluciones reales. El

unico autovalor es A; = 0 con multiplicidad algebraica 1. En este caso ni diagonaliza ni triangulariza.

5
- Si 5+44a =0, es decir, si a = ~1 la ecuacién de segundo grado tiene una raiz doble Ay = 3/2. Es

decir:
|Fo — Md| = —\(\ — 3/2)2.

Los autovalores son:

A1 = 0 con multiplicidad algebraica 1.

A2 = 3/2 con multiplicidad algebraica 2.

La suma de algebraicas es 1 + 2 = 3 y por tanto triangulariza.

Para ver si diagonaliza analizamos las multiplicidades geométricas. Recordemos que 1 < m.g. < m.a.
Dado que m.a(0) = 1 la geométrica automdticamente es m.g(0) = 1. Coinciden.

Para Ay = 3/2 tenemos:

~1/2 1 1
m.g(3/2) = 3 — rango(Fo — (3/2)Id) = 3 — rango 1 -1/2  5/4 | =3-2=1#m.a(3/2)
1 1 —1)2

No coinciden las multiplicidades y entonces en este caso NO diagonaliza.

- Si 5+4a > 0, es decir, a > ~1 entonces la ecuacién de segundo grado tiene dos soluciones disintas:

\ 3—+5+4a A\ 3+ 5 +4a
2= T o5 3= 5
2

2
Hay que comprobar si alguna puede coincide con la primera que ya teniamos A; = O:
A=0++=3-V5+4a=0 < a=1
Entonces separamos en dos casos.
—-Sia> 7% y a # 1 entonces hay tres autovalores distintos con multiplicidad algebraica uno (y por

tanto también geométrica). Entonces el endomorfismo triangulariza y diagonaliza.

— Si a =1 hemos visto que:
|F. — Md| = —=\*(\ —3)

Los autovalores son:

A1 = 0 con multiplicidad algebraica 2.

A2 = 3 con multiplicidad algebraica 1.

Para el segundo como la algebraica es 1 la geométrica también.
Para el primero:

m.g(0) = 3 —rango(Fc — 0 Id) = 3 — rango =3-1=2%#m.a(0)

— = =
_ =
—_ =

y por tanto las multiplicidades coinciden y diagonaliza.

En resumen:



5
- Triangulariza y diagonaliza si a > 1
- Triangulariza y no diagonaliza si a = I

5
- Ni triangulariza ni diagonaliza si a < vk

(iii) Para a = —2 calcular los autovectores de f.

En el apartado anterior vimos que para a = —2 < —5/4 el tnico autovalor es A; = 0. Calculamos sus
autovalores asociados:

(Fe —01d) — rz4+y+z2=0,2+y—22=0.

SRS
Il
=

Resolviendo paramétricamente se obtiene:

y asi:
SO = ‘C{(la _17 0)}
(iv) Para a =1 hallar una base B en la cual la matriz asociada Fg sea diagonal.

Para ¢ = 1 vimos en el apartado (i) que la matriz diagonaliza. La base B respecto a la cudl la matriz
asociada a la diagonal es la formada por los autovectores. Procedemos a calcularlos.

Los autovalores eran (visto en (i)), Ay = 0 con multiplicidad geométrica 2 y A2 = 3 con multiplicidad
geométrica 1.

Empezamos con los autoectores asociados a A\; = 0.
0

=0 < z+y+2z=0
0

(Fe — 0Id)

n ey

Resolviendo paramétricamente se obtiene:
r=a, y=p, z=-a-—p.

y asi:
So = £{(1,0,-1),(0,1, -1}

Ahora los autovectores asociados a Ay = 3:

x 0
(Fe-3d)|y|=[0] < -2z4+y+2=0,2—2y+2z=0.
z 0

Resolviendo paramétricamente se obtiene:

y asi:

Concluimos que una base de autovectores es:

B =1{(1,0,-1),(0,1,—1),(1,1,1)}.
——

A1=0 A2=3




respecto a la cudl la matriz asociada es:

Fp=

o O O
o OO
w o o

Para a =5 calcular traza Fél,
Para a = 5 > 5/4 sabemos que diagonaliza. La traza de la matriz asociada a un endomorfismo se
conserva por cambio de base, luego la traza de la potencia pedida coincide con la traza de la potencia
de la matriz diagonal, es decir, con la suma de las potencias de los autovalores:

traza(Fo)™ = A1t + A3 4+ A3t

Vimos en (i) que los autovalores eran respectivamente 0,4, —1. Queda entonces:

traza(Fo)'™ = 0 44" (=) =41 — 1.

Sea la matriz:

SO
o O = O
W = NN
N O = o

Estudiar en funcion de los valores a y b si A es diagonalizable o triangularizable por semejanza.

La matriz triangulariza si la suma de las multiplicidades algebraicas coincide con la dimension de la
matriz (4 en este caso).

Diagonaliza si ademads las multiplicidades geométricas y algebraicas de todos los autovalores coinciden.

Para hallar los autovalores comenzamos calculando el polinomio caracteristico.

1-A 0 2 b

a 1-A 2 1
pA()‘):‘A_)‘Id|: 0 0 1—\ 0 =

0 0 3 2-2)
_’1—)\ 0 H1—A 0'

o 1ol 37 ol =A== =022 =N,

Los autovalores son sus raices:
A1 = 1 con multiplicidad algebraica 3.
Ao = 2 con multiplicidad algebraica 1.

La suma de algebraicas es 3 + 1 =4 y por tanto la matriz triangulariza para cualesquiera valores de a
y b.

Para ver si diagonaliza tenemos que estudiar si las multiplicidades algebraicas y geométricas coinciden.
Para Ay = 2 dado que su multiplicidad algebraica es 1 necesariamente la geométrica también lo es.

Para A\; = 1 tenemos:

m.g.(1) = 4 — rango(A — 11d) = 4 — rango

o o e O
o O OO
W O NN
= O = o



Vemos que el menor formado por las dos tltimas columnas y filas 2 y 4 tiene determinante no nulo:

‘2 1‘:-1%0.

3 1

Por tanto el rango como minimo es 2 y:
m.g.(1) =4 —rango(A—11d) <4—-2=2

Es decir la multiplicidad geométrica de A\; = 1 nunca podra ser igual a la algebraica 3. Por tanto la
matriz NO diagonaliza para cualesquiera valores de a y b.
Para los valores de a y b para los cuales la matriz diagonaliza por semejanza:
Dado que la matriz no diagonaliza nunca por semejanza no hay nada que hacer en estos apartados.
Hallar los autovectores de A.

Hallar una matriz diagonal D y una matriz P tales que D = P~'AP.

Hallar traza( A0).

Dados los nimeros a,b € R se define la matriz:

a —a 0
A=11 -1 0
b 1 0

Estudiar en funcion de a y b si diagonaliza y/o triangulariza por semejanza. En los casos en los que
diagonaliza escribir una matriz diagonal semejante a A.

La matriz triangulariza por semejanza si la suma de las multiplicidaeds algebraicas de sus autovalores
es 3; diagonaliza si ademds las multiplicidades algebraicas y geométricas coinciden.

Dado que los autovalores son las raices del polinomio caracteristico, comenzamos calculando éste:

a— A —a 0 1\ B
[A—Md|=| 1 —-1-Xx 0 :4“1 _1fA‘
b 1 =X

=-A(a=N(=1=XN)+a)=-AN = Aa—1)) = -\ —(a—1))

Notamos que el polinomio tiene dos raices 0 y a — 1 que coinciden cuando a — 1 = 0, es decir, a = 1.
Distinguimos dos casos:

1) Si a = 1, entonces existe un tnico autovalor real \; = 0 con multiplicidad algebraica 3. Por tanto
triangulariza.

Para ver si diagonaliza analizamos la multiplicidad geométrica:

1 -1 0
m.g(0) = 3 —rango(A—0Id) =3 —rango|{ 1 -1 0] <3
b 1 0

(va que el rango de A nunca es cero). Por tanto NO diagonaliza por semejanza.
2) Si a # 1 entonces existen dos autovalores reales:

A1 = 0 con multiplicidad algebraica 2.

A2 = a — 1 con multiplicidad algebraica 1.

La suma de las multiplicidades algebraicas es 3 y por tanto triangulariza. Analizamos las geométricas.



Para el autovalor Ay dado que su multiplicidad algebraica es 1, la geométrca también.

Para el autovalor \;:

a —a O 0 0 0
m.g(0) =3 —rango(A—0Id) =3 —rango| 1 -1 0] =3—-rango| 1 -1 0| =
b 10 b 10
1 -1 0
=3—rango| 0 14+b 0
0 0 0
Si b= —1 queda m.g.(0) =3 —1=2=m.a.(0) y por tanto diagonaliza.
Si b # —1 queda m.g.(0) =3 —2 =1 # m.a.(0) y por tanto NO diagonaliza.
En resumen:
- La matriz A triangulariza siempre por semejanza.
- Diagonaliza si y s6lo si b= —1 y a # 1. En ese caso una forma diagonal semejante a ella es:
0 0 0
D=0 0 0
0 0 a-1

(ii) Para a =2 yb= —1 calcular A?°17,

Vimos en el apartado anterior que en este caso la matriz diagonaliza a la forma diagonal:

0 00
D=0 0 0
0 01

Eso quiere decir que existe una matriz inversible P tal que:
D=P'AP <= A=PDP!

Entonces:

02017 0 0
AQO17 — PD2017P71 — P O 02017 O P*l — P
0 0 12017

o O O

0 0
0 0|P'=PDP'=A.
0 1

(iil) Para a =0 y b =1 calcular sus autovectores.
Segun vimos en (i) en este caso los autovalores son Ay =0y Ay = —1.

Calculamos los autovectores asociados a \; = 0:

x 0 0 0 0 z 0
(A-0-Id)|y | =10] < |1 -1 0 y|=10] < x2—y=0, z+y=0.
z 0 1 10 z 0
Resolviendo el sistema obtenemos x =y = 0 y asi:
So = £{(0,0,1)}.
Calculamos los autovectores asociados a Ay = —1:
x 0 100 x 0
A+1-Id)ly|=10] < |1 0 0 y|=10] < =0, z4+y+2z=0.
z 0 1 11 z 0

Resolviendo el sistema obtenemos:



8.— Para cada mimero a € R se define la matriz:

1 0 0 a
21 =2 0
A= 1 0 a 0
0 0 0 1

(i) Estudiar los valores de a para los cuales A es diagonalizable por semejanza.

Para que diagonalice por semejanza la suma de multipliciades algebraicas de los autovalores de A debe
de ser 4 y las multiplicidades algebraicas y geométricas deben de coincidir.

Comenzamos entonces calculando el polinomio caracteristico; sus raices son los autovalores de A.

1;A 19A —; 8 I=A 0 0
|A — \Id| = =(1-XN| 2 1-x =2 |=
1 0 a— A 0 1 0 1
0 0 01—\ “
el =2 s
=1-N", a_J-UAHa ).

Vemos que los autovalores son:

A1 = 1 con multiplicidad algebraica 3.

A2 = a con multipliciadd algebraica 1.

Distinguimos el caso particular a = 1 en cuyo caso simplemente tendriamos:
A1 = 1 con multiplicidad algebraica 4.

En cualquier caso la suma de algebraicas es 4 y la matriz triangulariza por semejanza. Veamos que
ocurre con las multiplicidades geométricas.

Si a # 1, para A2 = a, la multiplicidad algebraica es 1 y por tanto la geométrica también.

Para \; = 1:
0 0 0 a
mg(1) =4 — rango(A — 1Id) = 4 — rango ? 8 a—_21 8 _
0 0 00
0 0 a a O 0
=4—rango| 2 -2 0| =4—rango| 0 2 -2 _
) L0 01 a-1

a—
a 0 0 4-3=1sia#0
=4—rango| 0 2 -2 | =
0 0 4—-—1=3sia=0

Vemos que las geométricas y las algebraicas coinciden cuando a = 0.

Si a = 1, entonces exactamente con el mismo razonamiento que antes vemos que:
mg(l)=4—-3=1%4=ma(l)

y por tanto NO diagonaliza.
Resumiendo, diagonaliza si y sé6lo si a = 0.
(ii) Hallar a para que traza(A*) = 19.

La traza se conserva por semejanza y por tanto es igual a la suma de los autovalores; queda:

19 = traza(A*) =3 - A3+ X3 =34+d*> = a®=16.



por tanto a = +2.
(iii) Para a = 0:
(a) Calcular los autovectores de A.
Vimos que para a = 0 los autovalores son:
A1 = 1 con multiplicidad algebraica 3.
A2 = 0 con multipliciadd algebraica 1.

Calculamos los autovectores asociados a A\ = 1:

(A-1-1Id) <= z—2=0.

+ N e 8
|
oo oo

Por tanto:

Sy = {(x,y,2,t) € Rz — z = 0} = £{(1,0,1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}.

Calculamos los autovectores asociados a Ay = 0:

(A—0-1Id)

— =0, 224+y—22=0, t=0.

SRS IS

0
0
0
0
Por tanto:
So={(z,y,2,t) ERYr =0, 22+y—2:=0, t=0.}=L,{(0,210)]}.

(b) Hallar una matriz inversible P y una matriz diagonal D tal que P~*AP = D.

La matriz diagonal es la formada por los autovalores repetidos tantas veces como indica su multiplicidad:

oS o o
S o= O
o = o o
o o oo

y la matriz P aquella cuyas columnas son los correspondientes autovectores:

10 00

01 0 2

P= 1 0 0 1

0 010

9.— Para cada a € IR se define la matriz:

-3 -2 0 a
4 3 00
A= 0 0 1 a
0 0 0 1

(i) Estudiar en funcidn de los valores de a cuando diagonaliza y/o triangularizar por semejanza.



Comenzamos calculando el polinomio caracteristico:

-3-A -2 0 a
4 3-A 0 0
A = Ald| = 0 0 1-X a
0 0 0 1—-X
o *3*)\ *2 1*)\ a o 27 N 2 o 3
= f 3—AH 0 1_)\‘()\ DI-A2=A-1)>3A+1).

Los autovalores son sus raices:
- A1 = 1 con multiplicidad algebraica 3.
- A2 = —1 con multiplicidad algebraica 1.

La suma de multiplicidades algebraicas coincide con el orden de la matriz; por tanto SIEMPRE
triangulariza por semejanza.

Diagonalizara si las mutliplicidades geométricas coinciden con las algebraicas. Para Ay = —1 dado que
la multiplicidad algebraica es 1 la geométrica también lo es.

Para A\; = 1 su multiplicidad algebraica es 3 y:

-4 -2 0 a
m.geométrica(A;) = 4 — rango(A — Id) =4 —ryg é g 8 2 -
0 0 0 O
—4 -2 0 a
0 00 0 4—1=3sia=0
=4-rg =
0 0 0 a 4—-2=2sia#0
0 0 0 O

Concluimos que diagonaliza si y sélo si a = 0.

Para a = 0 calcular una matriz P y una matriz diagonal D tal que P~'AP = D. Para cada natural n
hallar traza(A™).

Vimos que para a = 0 la matriz diagonaliza por semejanza. La matriz diagonal es la formada por los
autovalores repetidos tantas veces como indique su multiplicidad:

S O O
o o= O
o= O O
— o O O

La matriz de paso P es aquella cuyas columnas son una base de autovectores de A.

Calculemos los autovectores asociados a A\ = 1:
(A —Id)(z,y,2,t)" = (0,0,0,0)" <= 22+y=0

Pasando a paramétricas se obtiene:

y asi:

S = £{(1,-2,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

Ahora los autovectores asociados a Ay = —1:

(A+Id)(z,y,2,t)" = (0,0,0,0)" <= 22+2y=0, 2:=0, 2t=0



(iii)

(iv)

10.—

Pasando a paramétricas se obtiene:

y asi:
S_1=L{(1,-1,0,0)}.

Por tanto la matriz P queda:

100 1
-2 0 0 -1
01 0 0
0 0 1 0

Finalmente para calcular traza(A™) tenemos en cuenta que
D=P'AP = A=PDP' = A"=pPD"P!
Ademads como la traza se conserva por semejenza:

4 si n par

traza(A™) = traza(PD"P™') = traza(D") = 1" + 1" + 1" + (-=1)" =3 + (-1)" = { o
2 si n impar

Para a =1 hallar una forma de Jordan J semejante a A.
Para a = 1 vimos que triangulariza y:

- El autovalor A\; = 1 tiene multiplicidad algebraica 3 y geométrica 2. Por tanto hay dos cajas de Jordan
asociadas al mismo cuya suma de dimensiones es 3. La tnica posibilidad es una de tamano 2 y otra de
tamano 1.

- El autovalor Ay = 1 tiene multiplicidad algebraica y geométrica 1. Hay una tinica caja de Jordan
asociada al mismo de dimensién 1.

Por tanto una forma de Jordan semejante a A sera:

O O O
OO = =
o= O O
— o O O

Para a = 2 si A es la matriz asociada a un endomorfismo f de R* respecto de la base candnica calcular
f£(1,0,2,1).

Simplemente:

f(170727 1) = FC(lvoaza 1)t = A(17072a l)t = (_17474a 1)

1
1
semejanza. En los casos que sea diagonalizable dar la correspondiente forma diagonal.

Dada la matriz A = (clx ) estudiar para que valores de a es diagonalizable y/o triangularizable por

La matriz triangulariza por semejanza si y sélo si la suma de multiplicidades algebraicas de los
autovalores coincide con la dimensién de la matriz, es decir, en este caso si es 2. Diagonaliza por
semejanza si ademas las multipliciades geométricas y algebraicas coinciden.

Para hallar los autovalores y sus multiplicidades comenzamos calculando el polinomio caracteistico:
paAN) =|A-Xd/=(1-)N?—a=X\ -2 \+1—a
Los autovalors son sus raices:

M2 +1-a=0 < A=1+/1-(1-a)=1+Va



11.—

Distinguimos casos dependiendo del signo del discriminante a. Si es negativo no existen races reales.
Entonces:

- Si a < 0 no existen autovalores reales. Por tanto la matriz ni triangulariza ni diagonaliza por
semejanza.

- Si a = 0, el polinomio caracteristico es p4(A) = (1 — A\)2. Sélo hay un autovalor A\; = 1 con
multiplicidad algebraica 2 y por tanto la matriz triangulariza por semejanza.
Su multiplicidad geométrica es:

mg(1) =2 — rango(A — Id) = 2 — rango (8 é) =2-1=1#1=ma(l).

Por tanto NO diagonaliza por semejanza.

- Si a < 0 tenemos dos autovalores con multiplicidad algebraica 1, Ay =1 —+/ay Ay =1+ +/a. La
suma de algebraicas es 1 + 1 = 2 y por tanto SI trinagulariza por semejanza.

Ademsds dado que las algebraicas son 1 las geométricas también y asi la matriz diagonaliza por
semejanza. La forma diagonal es:
D (1 —Va 0 > .

0 1++a

Sea f : IR* = IR® un endomorfismo diagonalizable. Siker(f) = {(z,y,2) € R*|z+y+2z =0}, (1,1, 1)
es un autovector de f y la traza de la matriz asociada a f en una base B es 2, hallar la matriz asociada
a f respecto de la base candnica.

Los vectores @ del nticleo cumplen f(@) = 0 = 0- @ y por tanto son autovalores asociados al 0. Dado
que
dim(ker(f)) = dim(IR*) — niimero de ecuaciones = 2

, hay dos autovectores independientes asociados al 0. Ademé&s (1,1, —1) no estd en el nicleo (porque
no cumple la ecuacién que lo define) por tanto es un autovector asociado a otro autovalor distinto.

Deducimos que los autovalores de f son:
- El 0 con multiplicidad geométrica y algebraica 2.
- A2 # 0 con multiplicidad geométrica y algebraica 1.

Adems3s la traza de la matriz asociada al endomorfismo respecto a cualquier base coincide con la suma
de autovalores. Por tanto:
0+04+X=2 = Ay = 2.
Los autovectores del nicleo son (pasamos de la implicita a paramétricas):
r=—y—2z = x=—a—-b, y=a, z=b = ker(f)=L{(-1,1,0),(-1,0,1)}.
Conlcuimos que en la base B = {(—1,1,0),(—1,0,1),(1,1,—1)} de autovectores la matriz asociada es:
0 0 0
Fg=(0 0 0
0 0 2
Finalmente cambiamos a la base canénica:
Fo = McpFpMpe = McpFpMGp

con
-1 -1 1
Mep = 1 0 1
0o 1 -1
Operando queda:
2 2 2
e = 2 2 2



12.— De una aplicacion lineal f : R®* — IR? se sabe:
i) Ker(f) = {(z,9,2) e R¥|x —y =0, . — 2 = 0}
ii) Los vectores (1,1,0) y (1,0,0) son autovectores asociados a un mismo autovalor.
ili) traza(Fe) = 4.
Hallar la matriz asociada a f respecto de la base candnica.

Sabemos que los vectores del ntcleo tienen por imagen el vector cero. A partir de las ecuaciones
implicitas del nicleo calculamos los generadores del mismo. Las ecuaciones dadas son claramente
independientes por no ser proporcionales:

z—y=0, z—2=0.

Resolviendo obtenemos:

y por tanto ker(f) = L£{(1,1,1)}.

Sabemos asf que f(1,1,1) = gO, 0,0). Recordemos ademés que los vectores del niicleo son autovectores
asociados al autovalor cero. Este tendra asi multiplicidad geométrica 1.

Por otra parte los (1,1,0) y (1,0,0) son autovectores asociados a un mismo autovalor A, que tendrd al
menos multiplicidad geomérica dos.

Dado que la suma de multiplicidades geométricas no puede superar la dimensién del espacio, en nuestro
caso 3, sabemos que el autovalor A tiene exactamente multiplicidad geométrica 2 y que el endomorfismo
diagonaliza.

En ese caso la traza de la matriz asociada en cualquier base coincide con la suma de autovalores contados
tantas veces como indica su multiplicidad:

O+A+A=4

y por tanto A = 2.

De todo esto concluimos que la base B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} es una base de autovectores y la
matriz asociada en esa base es diagonal (en la diagonal aparecen los autovalores):

2 0 0
Fg=10 2 0
00 0
Terminamos con un cambio de base:
11 1\ /20 0\ /1 1 1\ " 2 0 -2
Fo = McpFpMpe = McpFpMop =0 1 1 0 2 0 01 1 =10 2 -2
0 0 1 00 0 0 0 1 00 0

13.— Sea C = {¢€1, €2, 3,¢,4} la base canénica de R*y f:R* — R* un endomorfismo del cusl se sabe:
fler) =é1+e3
ker(f) = E{gl + 53,52 - 54}
€> + €3 es autovector de f.

Los tnicos autovalores de f son 0y 2.

(i) Hallar la matriz asociada a f respecto de la base candnica.

. . . . 4 .
Para hallar una matriz asociada, necesitamos saber la imagen de una base de IR”, es decir, de cuatro
vectores linealmente independientes.



(i)

Sabemos que:
fley)=¢é+e < f(1,0,0,0) =(1,0,1,0).

La imagen de los vectores del ntcleo es el vector nulo. Por tanto:
f(1,0,1,0) = (0,0,0,0), f(0,1,0,—1) = (0,0,0,0).

Finalmente (0,1, 1,0) es autovector de f. Como los unicos autovalores de f son 0y 2, o bien:
- (a) f(()? L1, 0) =0- (07 1,1, 0) = (0,0,0, O)a o bien
- (b) f(o’ ]'7 ]"0) = 2 : (07 17 170) = (0727270)

Pero en el caso (a) (0,1, 1,0) estaria en el nicleo, es decir, tendria que ser combinacin lineal de (1,0, 1, 0)
y (0,1,0,—1). O equivalentemente la matriz:

1 0 1 0
01 0 -1
0 1 1 0
tendria que tener rango 2. Pero operando:
1 01 0 1 01 0
010 -1]—1[0 10 —1
0 11 0 0 0 1 1

vemos que tiene rango(3). Por tanto (a) no se da y si (b):
£(0,1,1,0) = (0,2,2,0)
Si llamamos B a la base formada por los vectores sobre los cuéles tenemos informacién:
B ={(1,0,0,0),(0,1,1,0),(1,0,1,0),(0,1,0,-1)}

La matriz asociada en la base B en el espacio de partida y la canénica en el de llegada es:

100 0
0200
Fee=17 9 ¢ o
0000

Finalmente la cambiamos de base a la base candnica:

Foo = FepMpe = FopMgp

donde:
1 0 1 0
01 0 1
Mep=14y 11 o
0 00 -1
Operando resulta:
1 1 -1 1
0 2 0 2
Feo=11 3 1 3
0 0 0 0

Hallar los autovalores, sus multiplicades geométricas y sus autovectores asociados.

El enunciado ya nos dice que los tinicos autovalores son 0 y 2.



14.—

(i)

(iii)

(iv)

La multiplicidad geométrica del 0 es:
dim(ker(Foe — 0 Id)) = dim(ker(Foc)) = dim(ker(f)) = 2.

La multplicidad geométrica del 2 es:

-1 1 -1 1

. 0 O 0 2
dim(ker(Foc — 2 - Id)) =4 — rango(Foo — 21d) = 4 — rango 1 3 _3 3| = 4-3=1

0 0 0 -2

Finalmente los autovectores nos los da el enunciado.

Asociados al cero:

So = Ker(f —0-1d) = ker(f) = £{(1,0,1,0),(0,1,0,—1)}.

Asociados al dos: sabemos que es un subesapcio de dimensién 1 porque la multiplicidad geométrica
es 1. Basta por tanto encontrar un autovector asociado al 2. Pero hemos visto que (0,1,1,0) es tal
autovector. Por tanto:

Sy = £{(0,1,1,0)}.

En R® se consideran dos subespacios vectoriales suplementarios U y V con dim(U) = 2. Sea
p: R*—IR? la aplicacidn proyeccion sobre U paralelamente a V y Pe su matriz respecto de la base
canonica.

¢Es Po diagonalizable por semejanza?.

La matriz de una proyecciéon sobre un subespacio paralelamente a otro siempre es diagonalizable
por semejanza. En particular en nuestro caso como dim(U) = 2 y V es suplementario entonces
dim(V) = dim(IR*) — dim(U) = 1. Si tomamos una base B = {u1,uz,v1} donde U = L{ug,us}
y V = L{v1}, la matriz de la proyeccién en tal base es:

Pp =

O O
O = O
o O O

Como Pp y Pc estan asociadas al mismo endomorfismo son semejantes y asi Po diagonaliza por
semejanza.

Calcular los autovalores de Pc, indicando sus multiplicidades algebraicas y geométricas.

Por lo indicado en el apartado anterior, la matriz es diagonalizable y por tanto multiplicades geométricas
y aglebraicas coinciden. En concreto los autovalores de Po son los mismos que los de Pg, es decir 1
con multiplicidad algebraica y geométrica 2 y 0 con multiplicidad algebraica y geométrica 1.

Sabiendo que p(1,0,1) = (0,0,0) hallar las ecuaciones implicitas de V respecto de la base candnica.

Dado que proyectamos sobre U y paralelamente a V', los vectores de V' son precisamente los que van
al cero y asf (1,0,1) € V. Ademds como dim (V) = 1 necesariamente V = L£{(1,0,1)}. Por tanto las
ecuaciones paramétricas de V respecto de la base canénica son:

y las implicitas:
r—2z=0, y=0.

Sabiendo que p(1,2,3) = (—=1,2,1) hallar p(—1,2,1) y la proyeccion de (1,2,3) sobre V paralelamente
aU.



Como (—1,2,1) = p(1,2,3) entonces (—1,2,1) € Im(p) = U. Ahora los vectores de U quedan fijos por
la proyeccién y asi p(—1,2,1) = (=1,2,1).

Por otra parte si p(1,2,3) = (—1,2,1) entonces:

(1a 2a 3) = (_1a 27 1) +v
———

U

donde v es la proyeccién de (1,2, 3) sobre V paralelamente a U. En conclusién:

v=(1,2,3) - (-1,2,1) = (2,0,2).

15.— Dar ejemplos de matrices (si existen) en las siguientes condiciones, justificando en cada caso porque la
matriz propuesta cumple lo pedido.

(i) Una matriz A € Max2(IR) que sea triangularizable por semejanza pero no diagonalizable.

0 1

Por ejemplo A = (O 0

) . Su polinomio caracteristico es:

p(A) =[A— A =%
Por tanto tiene un unico autovalor A\; = 0 con multiplicidad algebraica 2. Como ésta coincide con el
tamano 2 de la matriz, triangulariza por semejanza.

Para diagonalizar la multiplicidad geométrica deberia de coincidir con la algebraica. Pero:
m.g(0) =2 —rango(A—0-Id) =2 —rango(A) =2 —-1=1# 2.

No coinciden y por tanto no diagonaliza por semejanza.
(ii) Una matriz A € Max2(IR) que no sea triangularizable por semejanza.

01

Por ejemplo A = (_1 0

). Su polinomio caracteristico es:

_ _ A 1) e
p()\)A)\|det<1 )\>>\ + 1.

El polinomio no tiene raices reales ya que A2 4+ 1 no se anula para ningtin nimero real A. Por tanto la
suma de multiplicidades algebraicas es cero, y no coincide con el tamafio de la matriz: no triangulariza
por semejanza.

(iil) Una matriz A € Maxo(IR) que sea diagonalizable por semejanza pero no triangularizable.

Es imposible; si diagonaliza entonces también triangulariza ya que una matriz diagonal es un caso
particular de matriz triangular.

16.— De una aplicacion lineal f : R?> — IR? se sabe que:
(i) (1,1), (1,2) son autovectores de f.
(ii) £(2,2) # (0,0).
(iii) traza(Fe) = 2.
(iv) dim(Im(f)) =1.
Hallar la matriz asociada a f respecto de la base canonica.

Del hecho de que (1,1), (1,2) sean autovectores de f, deducimos que:

f(1’1> :)‘1(1’1)7 f(172) :)‘2(172)'



17.—

(iii)

De f(2,2) # (0,0) deducimos que, como f(2,2) =2- f(1,1) v f(1,1) = A\1(1, 1), entonces A\; # 0.

De traza(F¢) = 2 deducimos que A\; + Ao = 2, ya que la traza de la matriz asociada a un endomorfismo
en cualquier base coincide con la suma de autovalores.

De dim(Im(f)) =1, por la férmula de las dimensiones, dim(ker(f)) = 2 — dim(im(f)) = 1. Por tanto
0 es autovalor; dado que A1 # 0, entonces Ao =0 y:

AM=2—- )y =2.

En definitiva:
f(lvl) :)‘l(lal) = (2’2)7 f(172) :/\2(172) = (070)

Los vectores B = {(1,1),(1,2)} son base por que son dos vectores independientes en un espacio de
dimension 2. Entonces la matriz asociada Fop es:

2 0
Fep = (2 O)

y finalmente:
-1
(2 0\ (1 1 200 2 -1 T
FCC—FCBMBC_FCBMCE_<2 0><]_ 2) _<2 0) <_1 1>_<4 _2)

Razona la falsedad o veracidad de las siguientes afirmaciones:

Una matriz A € Myxs(IR) con cuatro autovalores reales diferentes siempre es diagonalizable por
semejanza.

VERDADERQO. Si tiene cuatro autovalores diferentes dado que la suma de multiplicidades algebraicas no
puede superar el orden de la matriz (cuatro en este caso), necesariamente todos ellos son de multiplicidad
algebraica uno; la geométrica es también entonces uno. Por tanto la suma de geométricas coincide con
el orden de la matriz y asi ésta diagonliza por semejanza.

Una matriz cuadrada diagonalizable por semejanza siempre es diagonalizable por congruencia.

FALSO. Por ejemplo A = es diagonalizable por semejanza porque tiene dos autovalores

10
2 1
distintos con multiplicidad algebraica y geométrica 1. Sin embargo no es diagonalizable por congruencia
por no ser simétrica.

La suma de matrices diagonalizables por semejanza es diagonalizable por semejanza.

1 1
00
por tener dos autovalores distintos (tantos como el orden de la matriz); la segunda ya es diagonal. Sin

embargo la suma es:
11
s (1)

Que no es diagonalizable por semejanza ya que es una caja de Jordan de orden 2.

FALSO. Por ejemplo A = ) y B = 8 ?) son diagonalizables por semejanza. La primera

Si 0 es un autovalor de un endomorfismo f entonces éste no es inyectivo.

VERDADERQO. Si 0 es un autovalor de f existe u # 0 tal que f(u) = 0-u = 0. Por tanto u € ker(f) y

asi el endomorfismo no es inyectivo.



18.— Sea f : R*—IR? un endomorfismo. Si (1,2),(0,1) son autovectores de f asociados respectivamente al
1y al 2 calcular f(2,0). s;Es f un endormofismo diagonalizable?.

Si (1,2),(0,1) son autovectores de f asociados respectivamente al 1 y al 2 entonces:

Expresamos (2,0) en la base B = {(1,2), (0,1)}:
()2 (2)- (1) ()= (2 1) ()

f(2,0) = f((2,-4)p) = (2 (1,2) =4-(0,1)) = 2f(1,2) — 4f(0,1) = 2- (1,2) — 4-(0,2) = (2, —4).

Entonces:

El endomorfismo f es diagonalizable porque tiene una base B = {(1,2),(0,1)} de autovectores.



ALGEBRA Solucion a los problemas adicionales
Endomorfismos (Curso 2020-2021)

I.—

II.—

Sea A una matriz cuadrada cuyo polinomio caracteristico es p(\) = A2 — 1. Probar que A% — Id = Q.

Si el polinomio caracteristico es A? — 1, hay dos autovalores reales 1 y —1, con multiplicidad algebraica
uno. Por tanto la matriz diagonaliza, es decir, existen una matriz de paso P tal que:

_p1 (1 0
(1 1)

2
A?=p! ((1) _?) P=P'IdP =P 'P =1d,

Pero entonces:

luego
A2 —Td=Q.

En un espacio vectorial E de dimension n, se consideran dos subespacios vectoriales suplementarios U
yV, con dim(U) = k. Se considera el endomorfismo proyeccion sobre U paralelamente a V :

p:E—FE

Justificar que p diagonaliza.

Sabemos que la proyeccion por p de un vector de U es el propio vector; y la proyeccién de un vector de
V es el vector nulo.

Por tanto, si escogemos una base B = {ui,..., Uk, Vkt1,...,Vn} con {ui,...,ux} base de U y
Vk+1,--.,Un base de V sabemos que la matriz Pp asociada a la proyeccién sobre U paralelamente
a V en esa base es una matriz diagonal con k£ unos en la diagonal y n — k ceros.

Deducimos que p es diagonalizable por que la matriz asociada en la base B es diagonal.

Hallar el polinomio caracteristico de p, sus autovalores y los correspondientes subespacios caracteristicos
de autovectores.

La imagen (la proyeccién por p) de cualquier vector de U es el propio vector, es decir, si u € U entonces
p(u) =u = 1-u. Por tanto el 1 es autovalor de p y los vectores de U son autovectores asociados al 1,y
asi U C S1 y mg(1l) > dim(U).

La imagen (la proyeccién por p) de cualquier vector de V' es el propio vector, es decir, si v € V entonces
p(v) =0=0-v. Por tanto el 0 es autovalor de p y los vectores de V son autovectores asociados al 0, y
asi V. .C Sp y mg(0) > dim(V).

La suma de las multiplicidades geométricas no puede superar la dimension del espacio. Por tanto:
n > mg(1l) + mg(2) > dim(U) + dim(V) =n

y deducimos que las desigualdades intermedias son igualdades y por tanto mg(1) = dim(U), mg(0) =
dzm(V) y Sl = U7 SO =V.

Como el endomorfismo diagonaliza las algebraicas coinciden con las geométricas y el polinomio
caracteristico necesariamente es:

(1— )\)mg(l)(o _ /\)mg(O) =(1- )\)k(_)\)n—k.



III.—
(i)

(i)

(iii)

IV.—

Sea T € Myxn(IR) una matriz tal que los elementos de cada una de sus filas suman 2011.
Probar que 2011 es un autovalor de T'.

Método I: Una numero x es autovalor de T si es raiz del polinomio caracteristico, es decir, si
det(T — xzId) = 0. La matriz T tiene la propiedad de que todas sus filas suman 2011. Entonces la
matriz T — 20117d tiene la propiedad de que todas sus filas suman cero. Si en dicha matriz sumamos
todas las columnas a la primera, obtenemos por tanto una matriz con una columna de ceros y asi con
determinante cero. Deducimos que 2011 es autovalor de T'.

Método II: Dado que cada una de las filas de T' suman 2011 se cumple que:

1
1
2011 =t 1 +tio+ ... +tig0o11 = (ti1 tiz ... ti2o11)
1
para cualquier i € N, 1 <7 < 2011 y por tanto si tomamos u = (1,1,...,1)* se cumple que:
Tu = 2011u.

Deducimos que 2011 es autovalor de T'y u es un autovector asociado al mismo.
Hallar un vector u € R" tal que Tu = 2011u
Contestado en el método I1 del apartado anterior.
Probar que u es también autovector de T™, para cualquier m natural.
Se tiene que:

Tu =2011u

T?u = T(Tu) = T(2011u) = 2011Tu = 2011 - 2011u = 2011%u

T3u = T(T?u) = T(2011%u) = 2011°Tu = 2011% - 2011u = 2011%u
Parece que se cumple entonces que T u = 2011™u. Lo comprobamos por induccién:
- Para m = 1 hemos visto que es cierto: T u = 2011w,

- Suponemos cierto para m — 1, es decir que 7™~ ! = 2011™ !4 y lo probamos para m:
T™u = T(T™ 'u) = T(2011™ 1u) = 2011™ 1 Tu = 2011™ 71 - 2011w = 2011™u.
Probar que la suma de los elementos de cada una de las filas de T™ es una constante K,, y calcular su

valor en funcion de m.

Hemos visto que:
T™u = 2011"u

siendo v = (1,1,...,1)%. Por tanto cada una de las filas de T™ suma el valor constante 2011™ = K,,.

Dada la matriz:

1 1 -1 0 -1
0 2 -1 0 -1
A=10 0 1 0 0
0 0 -1 1 0
00 -1 -1 2

Calcular sus autovalores y autovectores.

Los autovalores son las raices del polinomio caracteristico. Este es:

det(A— Nd) = (1 —\)>*(2 - N2



Las raices son por tanto:

A1 = 1 con multiplicidad algebraica 3.

Ao = 2 con multiplicdidad algebracia 2.

Los autovectores asociados a cada autovalor A son los vectores de los subespacios ker(A — AId).

Para \; = 1 tenemos:

z 0
Y 0
ker(A—Id) = {(z,y,z,t,u) ER°’|(A—Id) | z | = 0 |}
t 0
u 0
Operando:
01 -1 0 -1 x 0
0 1 -1 0 -1 Y 0
0 0 0 0 0 z|=10
0 0 -1 0 0 t 0
0 0 -1 -1 1 u 0
quedan las ecuaciones independientes:
y—z—u=0, —z =0, —z—t+u=0.

Por tanto el espacio de vectores caracteristico tiene dimensién 5 — 3 = 2. Una base del mismo vendra
dada por dos autovectores independientes cumpliendo estas ecuaciones:

S = £{(1,0,0,0,0),(0,1,0,1,1)}

Para A\; = 2 tenemos:

T 0
Y 0
ker(A —2Id) = {(z,y,2z,t,u) e R*|(A—2Id) | = | = 0 |}
t 0
U 0
Operando:
-11 -1 0 -1 x 0
00 -1 0 -1 Y 0
0 0 -1 0 0 z|=10
0 0 -1 -1 0 t 0
0 0 -1 -1 0 U 0
y obtenemos las ecuaciones independientes:
—rz4+y—z—u=0, —z—u =0, —2z=0, —z2—-1t=0.

Por tanto el espacio de vectores caracteristicos tiene dimensién 5 — 4 = 1. Una base del mismo vendra
dada por un autovector cumpliendo estas ecuaciones

{(1,1,0,0,0)}

¢Es diagonalizable y/o triangularizable por semejanza?.

Es triangularizable porque la suma de las multiplicidades algebraicas coincide con la dimensién de la
matriz. No es diagonalizable, porque las multiplicidades geométricas no coinciden con las algebraicas:

m.g.(1) = dim(ker(A — Id)) = 2 # 3 = m.a.(1)



m.g.(2) = dim(ker(A —2Id)) =1 # 2 = m.a.(2)
Calcular, si es posible, una forma de Jordan J y una matriz inversible P tal que J = PAP™!.

Para cada autovalor, la multiplicidad algebraica nos indica la dimensién total de las cajas de Jordan
asociadas al mismo; la geométrica el nimero de cajas de Jordan.

Para A\; = 1 tenemos m.a(1) = 3 y m.g(1) = 2. Por tanto la tnica posibilidad es dos cajas de Jordan
de tamanos respectivamente 2 y 1.

Para A2 = 2 tenemos m.a(2) = 2 y m.g(2) = 1. Por tanto la tnica posibilidad es una caja de Jordan
de tamano 2.

Una forma de Jordan semejante a la matriz dada serd por tanto:

110 00
01 0 00O
J=(0 0 1 0 O
0 0 0 21
0 0 0 0 2

Calculemos la matriz de paso P. Comenzamos con los vectores relativos al autovalor 1. Buscamos
vectores ug,v1 segun el siguiente esquema:

Ker(A —Id) Ker(A — Id)?
uz(A — Id) U
U1

con ug(A — Id) # 0 y vy linealmente independiente con él. Los vectores de Ker(A — Id)? son:

T 0 0 1 0 1 -2 T 0
y 0 010 1 =21y 0
(A=Id?*| z|=]0| < |0 00 0 of|lz|=]o0
t 0 000 0 0 t 0
u 0 000 -1 1/ \u 0

obteniendo las ecuaciones:
y+t—2u=0, —t4+u=0.

Escogemos el vector cumpliendo esas condiciones us = (0,0,1,0,0) de manera que (A — Id)ub =
(717 715 07 71’ 71)t

El vector v; estd en el ker(A — Id), que ya hemos calculado previamente. Tomamos v; = (1,0,0,0,0).

Ahora trabajamos con el autovalor 2. Buscamos un vector wy segin el siguiente esquemas:

Ker(A — 21d) Ker(A — 21d)?
(A — QId)’LUQ w9
con (A — 2Id)wsy # 0. Los vectores de Ker(A — 21d)? son:
T 0 1 -1 2 10 x 0
Yy 0 0 0210 Yy 0
(A-2Id)?*| z|=]|0| <= |0 01 0 0 z =10
t 0 0 02 2 0 t 0
u 0 0 0210 u 0

obteniendo las ecuaciones:

r—y+2z+t=0, 2z24t=0, =z=0.
Escogemos el vector cumpliendo esas condiciones ws = (0,0,0,0,1) de manera que (A — 2Id)ws =
(-1,-1,0,0,0).

En definitiva la matriz de paso queda:

-1 01 -1 0
-1 0 0 -1 O
P = 01 0 0 0
-1 0 0 0 0
-1 0 0 0 1



V.— Consideramos la matriz

(b) Hallar la forma de Jordan J de A y una matriz de paso P tal que J = P"1AP.
Comenzamos estudiando las cajas de Jordan asociadas al autovalor A; = 0.

Se tiene:
dim(ker(A — M\ Id)) =4 —rango(A) =4 —3 =1;

Por tanto hay una tnica caja de Jordan asociada al autovalor 0. Para buscar la base en la que se
obtiene tenemos que encontrar dos vectores Z1, s de la siguiente forma:

Vi c W
T = ATy T

Donde ' _
Vi = ker((A— M\ 1d)") = ker(A"), parai=1,2,

y el vector Zo debe de ser un vector de V5, de manera que al calcular Z; = AZs no obtengamos el vector

nulo.
Se tiene:
0 0 0 0
2> |0 1 0 0
A= 0 1 0 -1
0 -2 0 1
y

Tomamos Zs = (1,0,0,0) y obtenemos z; = Az, = (—1,0,1,0).

Ahora estudiamos las cajas de Jordan asociadas al autovalor Ay = —1.
Se tiene:
o -1 -1 -1
. 0 0 0 0
dim(ker(A — XoId)) = 4 — rango(A + Id) = 4 — rango 1 1 92 o =4-3=1;
0o 1 0 0

Por tanto hay una unica caja de Jordan asociada al autovalor —1. De nuevo, para buscar la base en la
que se obtiene tenemos que encontrar dos vectores ¥, i de la siguiente formas:

Ui c U,
71 = (A+Id)y 2
Donde ' _
U, = ker((A—XId)") = ker((A+Id)*), parai=1,2,

y el vector g, debe de ser un vector de Us, de manera que al calcular 3j; = (A + Id)y2 no obtengamos
el vector nulo.

Ahora:

(A+Id)* =

oSN O
O W o N
O WO N
O W o N



4 ) - 4 r+2y+224+2t=0
Us = {(z,y,2,t) € R*|(A+ 1d)*(z,y,2,t)" =0} = {(z,y,2,y) € R
20 +3y+324+3t=0

= £{(0,1,-1,0),(0,1,0,—1)}.

Escogemos Yo = (0? 17 _170)? Y1 = (A + Id)ﬂ? = (0703 _15 1>t

En definitiva la forma de Jordan y la matriz de paso correspondiente son:

01 0 O -1 0 0 O
00 0 O 0 0 O 1
J= 0 0 -1 1’ P= 10 -1 -1
0 0 0 -1 0 0 1 0
Calcular A*°.
Meétodo I: Teniendo en cuenta que J = P~ AP se tiene:
A =pJlop-t,
Calculemos J'0:
00 0 O 01 00
00 0 O 0 00O
J=B+C, donde B = 00 -1 NE C= 00 0 1
00 0 -1 0 0 0O
Ademas C* = Q si k > 2. Entonces:
0 00 O
= /10 000 0
10 _ 10 _ 10—i~i _ p10 9 _
JP = (B+0) —Z;(i)B C'=BY+10B°C=| . 01 1o
- 000 1
Por tanto:
0 0 0 O
10_ prop-1_ [0 10 0
AT =PITP = 0 9 0 -1
0 —-10 O 1
Método II: Calculamos las potencias bajas de A:
0 0 0 O 0o 00 O 0o 0 0 O
2 |0 10 0], 3 _ (0 -1 0 0] 4_|O 10 O
A_O 10—1’A_O—20 l’A_O 3 0 -1
0 -2 0 1 0 3 0 -1 0 -4 0 1
Intuimos que la potencia n-sima de A puede ser
0 0 0 0
A" = 0 (_1)71 0 0
“lo (-)*(n—-1) 0 (-1)"*!
0 (=) 0 (-1)n

Probemos por induccién que esta férmula es cierta para n > 2:

- Para n = 2 hemos visto que se cumple.



- Supongamosla cierta para n — 1 y probémosla para n:

-1 -1 -1 -1 0 0 0 0

n_ 4 an-1_ | 0 -1 0 0 0 (-1t 0 0

A=A AT = 11 1 2 0 (=) tn-2) 0 (=1)"
0 1 0 -1/ \0 (-1)"n-1) 0 (=1t

Las tnicas operaciones no directas aparecen en las posiciones (3,2) y (4,2). Tenemos en cuenta que:

(D)0 —2) + (1) = (1" (n = D) + (- = (~1)"(n =2+ 1) = (~1)"(n - D).
(~D(1)" (0 = 1)+ (=) = (=)D (0 = 1) 4 () = ()= 14 1) = (1)

y obtenemos:

0 0 0 0
n_ 4 gn-1_ 1|0 (=)™ 0 0
AT=A AT =) Cr—1) 0 (=1)H
0 (=n"*'n 0 (-1)"
Por tanto la potencia pedida sera:
0O 0 0 O
10 0 1 0 0
AT = 0 9 0 -1
0 —-10 0 1
VI1.— Dada la matriz:
-1 1 0 0
-1 1 0 0
A= -1 1 0 0
-1 1 0 0

a) Hallar los autovalores y autovectores de A.

El polinomio caracteristico es:
p(A) = det(A — \Id) = \*.

Por tanto hay un unico autovalor A\; = 0 con multiplicidad algebraica 4.

Calculamos los autovectores:

(A—-0-1d) =0 <= —z+y=0,

SRS IS ]

y asi:
So = £{(1,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

b) Calcular una forma de Jordan asociada a A, indicando la correspondiente matriz de paso P.

Del apartado anterior deducimos que la matriz es triangularizable por semejanza ya que todos
sus autovalores son reales. Ademds como la multiplicidad geométrica (el nimero de autovectores
independientes) de su unico autovalor es 3, hay 3 cajas de Jordan de tamafio total 4. La forma de
Jordan sera:

o o oo
oS o o
o O oo
o O oo



VII.—

Para hallar la matriz de paso P buscamos cuatro vectores segun el siguiente esquema:

Ker(A—0-1d) C ker(A—0-1d)?
u; = Aug U2
v
w1

de manera que los tres vectores u1, vy, w; sean independientes. Tenemos que:
A? = Id.

Por tanto ker(A — 0 - Id)? = R* y uy puede ser cualquier vector verificando que ugA # (0,0,0,0).
Tomamos ug = (1,0,0,0) y u; = Aug = (—1,—1,-1,-1).

Finalmente los vectores v1,w; son otros dos autovectores independientes de u;. Por ejemplo:

U1 = (070>170)a wyp = (0,0,0, 1)

La matriz de paso nos queda:

-11 0 0
-1 0 0 O
P= -1 0 1 0
-1 0 0 1

Calcular (A + Id)?°10.

Como A e Id conmutan podemos usar la formula del binomio de Newton:

2010
(A+1d)*010 =" (201()) A
n
n=0

Tenemos en cuenta ademés que A2 = 0 y por tanto A™ = 0 para n > 1. Asf nos queda:

—2009 2010 0 O
2010 __ | —2010 2011 O O
(A+ Id) = Id+ 2010A = 9010 2010 0 0
—-2010 2010 1 1
Se considera la matriz:
1 -1 a
A=10 1 0 , a € R.
0 —a a+1

Determinar los valores de a para las cuales la matriz es triangularizable. Indicar cuando es ademds
diagonalizable.

La matriz A es triangularizable cuando todos sus autovalores son reales. Calculemos su polinomio

caracteristico:
A= X|=(1-X*(a+1-))

Vemos que en cualquier caso todos los autovalores son reales luego SIEMPRE ES
TRIANGULARIZABLE.

La matriz A serd ademads diagonalizable cuando las multiplicidades aritméticas y geométricas de los
autovalores coincidan. Los autovalores son 1y a 4+ 1. Pero ambos pueden coincidir (si a +1 = 1). En
cualquier caso calculemos la multiplicidad geométrica del autovalor 1 en funcién de a:

0 -1 a 0 a—1 a
mg(1) = dim(Ker(A—Id))=3—-rg{ 0 0 0|=3-rg[0 0 0
0 —a 0 0 a



Luego:
lsia#0,1.

my(1) =
2sia=06a=1.
En consecuencia, distinguimos los siguientes casos:

- Si a = 0 hay un unico autovalor \; = 1 con multiplicidad algebraica 3 y geométrica 2. Por tanto la
matriz A NO diagonaliza.

- Si @ = 1 hay dos autovalores: A; = 1 con multiplicidad algebraica 2 y geométrica 2, y Ay = 2 con
multiplicidad algebraica 1. Dado que la geométrica al menos siempre vale 1 y no puede ser superior a
la algebraica, deducimos que A SI diagonaliza.

- Sia # 0,1, hay dos autovalores: A\; = 1 con multiplicidad algebraica 2 y geométrica 1, y Ao = a + 1
con multiplicidad algebraica 1. Por tanto la matriz A NO diagonaliza.

Para los valores de a para los cuales A es triangularizable pero no diagonalizable, calcular la forma
candnica de Jordan J de A y una matriz P tal que J = PAP™L.

- Supongamos que a = 0.

Entonces hay un tinico autovalor A\; = 1. La multiplicidad geométrica es 2. Por tanto hay dos cajas de
Jordan y la matriz J sera:

1
J=10
0

O~
= o O

Para calcular la matriz P pedida necesitamos hallar la base en la que se obtiene J. Buscamos vectores:

up U

U1

donde uy € Ker(A — Id)?, pero iy & Ker(A — Id); 4, = (A — Id)is y v, € Ker(A —Id) y es
independiente de ;.

Hagamos los calculos:
0
0]; (A-Id?*=0Q.
0
Entonces:
Ker(A—1d) = {(z,y,2)/y = 0}; Ker(A—1d)? = R®.
Podemos tomar 4y = (0,1,0), 43 = (—1,0,0), v, = (0,0,1). La matriz P pedida queda:

P =

O O =
o~ O
_ o O

- Supongamos a # 0, 1.

Entonces hay dos autovalores \; = 1 con multiplicidad algebraica 2 y geométrica 1, y Ay = a + 1 con
multiplicidad 1. La forma de Jordan es:

1

1 1 0
J=10 1 0
0 0 a+

Para calcular la matriz P pedida necesitamos hallar la base en la que se obtiene J. Primero calculamos
los vectores relativos al autovalor 1:

up Uz



donde iy € Ker(A — Id)?, pero iy & Ker(A — Id); iy = (A — Id)us.

Hagamos los calculos:

0 -1 a 0 —a? a
A-Id=10 0 0]; (A-Id*=1]0 0 0
0 —a a 0 —a? a?

Entonces:
Ker(A—1Id) = {(z,9,2)/y =2 =0} Ker(A—Id? = {(z,4,2)/ —y + 2 = 0}
Escogemos @z = (0,1,1) y @1 = (a — 1,0,0).

Ahora completamos la base con un vector v; € Ker(A — (a+ 1)Id):

—a -1 0
A—(a+1)Id= 0 —a 0],
0 —a O

luego
Ker(A— (a+1)Id) = {(z,y,2)/y =0, x = z}.

Escogemos 77 = (1,0,1).

La matriz P queda

P =

o O |
[ =
=

Cuando a = —1, calcular A™ para cualquier n € IN.

Método I: Utilizamos que:
J=P'AP < A=PJP .

con las matrices J y P que hemos obtenido en el apartado anterior:

1 10 -2 0 1
J=(0 1 0]; P= 0 1 0
0 0 O 01 1
Por tanto:
1 n O 1 -2n+1 -1
A"=pPJ"Pt=P[0 1 0|Pt=]0 1 0
0 0 0 0 1 0
Método II: Calculamos las primeras potencias de A:
1 -1 -1 1 -3 -1 1 -5 -1
A=10 1 of; 4%2=10 1 o]; 4A=[0 1 o0
0 1 0 0 1 0 0 1 0

Parece cumplirse que, en general:

Lo probamos por induccién:
- Para n =1 se cumple:

- Lo suponemos cierto para n — 1 y lo comprobamos para n:

1 2n—-1)+1 -1 1 -1 -1 1 —2n+1 -1
Ar=A""14A=1|0 1 0 0o 1 o)=1{o 1 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0

(Examen final, junio 2005)



VIII.— Dada la matriz

—a 0 -1 a-—1

a 1 0 —a

A= 1+2a 0 2 1-2a
—1—a 0 -1 a

donde a es un pardmetro real, se pide:

En funcién de a € IR, estudiar si A es triangularizable y si es diagonalizable (por semejanza).
Para a = 1, encontrar una forma de Jordan asociada a A y la correspondiente matriz de paso.
Solucién.

Calculamos el polinomio caracteristico

—a— A 0 -1 a-1

a 1—X 0 —a —a=A -boa—l
|A— M| = 1424 0 2-X 1-9% =(1-X) _11—|—_2a 2—_)1\ 1—_2;
—1—a 0 -1 a—-A “ “
—-1-A —1 a—1 0 0 MN—1
—(1-)) 2 2-\ 1-2|=(1-)\ 2 2\ 1-2
S D
-] PP = A0 1)

luego, independientemente de a, los autovalores de A son 0 (con multiplicidad algebraica 1) y 1
(con multiplicidad algebraica 3). En particular A siempre serd triangularizable: la suma de las
multiplicidades algebraicas coincide con el tamafio de la matriz. Para analizar si A es diagonalizable
tenemos que calcular las multiplicidades geométricas. Como A = 0 es un autovalor simple, su
multiplicidad geométrica es necesariamente 1. En cuanto a A = 1, se tiene

—a—1 0 -1 a-1
a 0 0 —a
dl)=4—rg(A—-1-1)=4—rg 142 0 1 1—9q
—1—-a 0 -1 a-1
0 0 0 0 0 0 0 0
—4_1g 0 0 0 —a —4_1g 0 0 0 —a
2 0 1 1-—2a 0 0 1 1-—2a
-2 0 -1 a-1 0 0 -1 a-—1

Claramente d(1) =4 —-1=3sia =0y d(1) =4 —2 = 2 en otro caso. Por lo tanto, la matriz A es
diagonalizable (las multiplicidades geométricas suman 4) si y sélo si a = 0.

Para a = 1 tenemos la matriz

-1 0 -1 0

11 0 -1

A= 30 2 -1
-2 0 -1 1

de la que, por el apartado anterior, sabemos que es triangularizable no diagonalizable: sus autovalores
son A = 0 (con multiplicidades m(0) = d(0) = 1) y A = 1 (con multiplicidades m(1) = 3, d(1) = 2).
La base en la que obtendremos la forma de Jordan J asociada a A (las filas de la matriz de paso P tal
que J = PAP~!) contendra un autovector de A = 0 y tres vectores obtenidos a partir de A = 1, de los
cuales dos seran autovectores. El esquema es como sigue:

Ker(A—0-1) Ker(A—1-1) Ker(A—1-1)?

* * — *



Con la base de Jordan {1, Ua, U3, U4} ordenada como en el esquema (leyendo por lineas, de izquierda a
derecha) la matriz de Jordan asociada es

o O oo
o O = O
O = = O
—_ o o O

71 es un autovector de A = 0, luego una solucién del sistema A(z,y,z,t)! =0 :

-1 0 -1 0 x 0
1 0 -1 y| (0O
30 2 -1 z] |0
-2 0 -1 1 t 0

Tomamos por ejemplo 77 = (1,0,—1,1).

03 es un vector de Ker(A — I)? que no pertenezca a Ker(A — I); v, se obtiene como (A — )3, y 94 ha
de formar una base de Ker(A — I) junto a 72. Las ecuaciones de Ker(A — I) son

-2 0 -1 0 T 0
10 o -1)(y] _[o
3 0 1 -1 z] |oO
-2 0 -1 0 t 0
y las de Ker(A4 — I)?,
1 0 11 T 0
oo oo|[y] (o
-1 0 -1 1 z| {0
1 0 1 1 t 0

Una solucién del segundo sistema que no lo sea del primero es, por ejemplo, 73 = (1,0,—1,0). Asi
vy = (1,0,—-1,0)(A—1I) = (—-1,1,2,—1) y como ¥4 podemos tomar (0,1,0,0), que es un autovector
independiente con 7. La matriz de paso P queda finalmente

1 -1 1 0

0 1 0 1

P = -1 2 -1 0

1 -1 0 0

Sea la matriz:

-3 =2 0 a
4 3 0 0

A= 0 0 -1 -1
0 0 4 3

Estudiar en funcidn de los valores de a si es triangularizable y/o diagonalizable.

Calculamos el polinomio caracteristico:
det(A—Md) =N —1)(A\ =22 +1) = (A= 1)*(A+1).

Por tanto los autovalores son:
- A1 = 1 con multiplicidad algebraica m(A;) = 3.
- A2 = —1 con multiplicidad algebraica m(A2) = 1.

Como la suma de ambas multiplicidades coincide con la dimensién de la matriz, ésta es siempre
triangularizable por semejanza.



Para ver si ademas deiagonaliza hay que comprobar si las multiplicidades geométricas coinciden con las
algebraicas. Para A5 es inmediato, porque:

1< d(/\Q) < m(/\g) =1 = d(/\g) = m(/\g)

Para el otro autovalor tenemos:

-4 -2 0 a
4 2 0 O
d(A) =4 —rango(A — Id) =4 — rango 0 0 -2 —1
0 0 4 2
Ahora:
-4 -2 0 a 00 0 a
4 2 0 (e 2 00
0 0 -2 -1 0 0 -2 -1
0 0 4 2 00 0 0

Por lo que deducimos:

- Si a =0, entonces d(\) =4 — rango(A — \Id) =4 —2 = 2.

- Sia # 0, entonces d(\1) =4 — rango(A — \[d)=4—-3=1.

En cualquier caso nunca coincide con la multiplicidad algebraica. Por lo que nunca diagonaliza.

Cuando sea posible, calcular la correspondiente matriz diagonal o de Jordan en funcion del pardmetro
a.

Por lo que hemos visto antes.

- Si a # 0, entonces hay una caja de Jordan dimensién 3 asociada al autovalor 1 y otra de dimensién 1
asociada a —1. La forma de Jordan es:

o O O
OO = =
O = = O
_o0 o o

- Si a = 0, entonces hay dos cajas de Jordan cuyas dimensiones suman 3 asociadas al autovalor 1 y otra
de dimensién 1 asociada a —1. La forma de Jordan es:

0

O O O
O O = =
_ o O O

0
1
0

Para a = 0 calcular los autovectores de A. Ademds hallar una matriz inversible P tal que J = PAP™!
siendo J la forma de Jordan.

Los autovectores asociados a 1 cumplen:

€T 0 -4 =2 0 0 T 0

- vy (o 4 2 0 o)f[y] (o
M-I 2 1=1o| = o 0o -2 —-1|lz1"1o
¢ 0 o o 4 2/ \t 0

Quedan las ecuaciones independientes:
—4dx —2y =0, y = —2zx.
Por tanto los autovalores asociados a 1 son los del subespacio:

Sy = £{(1,-2,0,0), (0,0,1,—2)}.



Los autovectores asociados a —1 cumplen:

T 0 -2 =2 0 0 T 0 T 0
v (o 4 40 o) y) (o)[y] [0
A+t | =1, = o o0 —1]lz]lollz]"1o
" 0 0o 0 4 4/ \¢ o/ \t 0

Quedan las ecuaciones independientes:
—2x — 2y =0, t =0, 4z 4+ 4t = 0.
Por tanto los autovalores asociados a —1 son los del subespacio:
S_1=L{(1,-1,0,0)}.
Para hallar la matriz de paso ya vimos que hay dos cajas de Jordan de dimensiones 1 y 2 asociadas al

autvalor 1. Entonces tenemos que encontrar vectores us y ¥1 encajando en el esquema:

Ker(A —1d) Ker(A — Id)?
(A — Id)ﬂg Ug

U1

con v1 y (A — Id)us independientes.

Tenemos:

(A—1d)* =

O O o o
O O =
OO OO
o O OO

de manera que:

(A — Id)?

SRS SIS

0
0

=10 = y+2z=0.
0

Tomamos iz = (0,0,0,1), (A — Id)uh = (0,0,—1,2)" y v; = (1,—2,0,0). Por otra parte ya vimos que
un autovector asociado a —1 es (1,—1,0,0).

En definitiva la matriz de paso P queda:

0 0 1 1
0 0 -2 -1
P= -1 0 0 0
2 1 0 0

Sea A una matriz cuadrada. Supongamos que (A — 2)12 es el polinomio caracteristico de A:
m.geométrica(2) = 6, rango((A —2Id)?) =2, dim(ker((A —2Id)%) = 11.
¢Es A triangularizable por semejanza? En caso afirmativo calcular una forma de Jordan semejante a

A.

Como (A — 2)'2 es el polinomio caracterfstico y el grado del mismo coincide con la dimensién de la
matriz, sabemos que A € Mjsx12. Ademds tiene un tncio autovalor con multiplicidad algebraica 12
luego triangulariza.

Como la multiplicidad geométrica es 6 hay seis cajas de Jordan.

Ademés:



i) dim(ker(A — 21d)?) — dim(ker(A — Id)) = 12 — 2 — (12 — 6) = 4 luego hay cuatro cajas de tamafio
mayor o igual que 2.

ii) dim(ker(A —2Id)3) — dim(ker(A — Id)?) = 11 — (12 — 2) = 1 luego hay una caja de tamaiio mayor
o igual que 3.

En total tenemos entonces 2 cajas de tamano 1, 3 cajas de tamano 2 y 1 caja de tamano mayor o igual
que 3. Como en total todas ellas tienen dimension 12 la ultima necesariamente es de tamano:

12-(2-143-2) =4.

Por tanto una forma de Jordan semejante a A es:

21 000O0O0O0O0O0O0OT©O0
021 00O0O0O0O0O0O0OT©O0
0021000O0O0O0O0TO0
0 002000O0O0O0O0O0TO0
0000210000 O00O0
000002 O0O0O0O0O0°O©O0
0 000O0O0OZ210O0UO00O0
0 000OO0OO0OO0OZ2TU0O0O0O0
0 000OO0OO0OO0OO0OTZ2T1TQO00O0
0000O0OO0OO0OO0OTO0?Z2U00
000 0O0O0OO0OO0OTO0TUO0Z2020
0 000OO0OO0OO0OTO0OTO0O0OO0 2

XI.— Encontrar una matriz A que cumpla:
(1) dim(KerA) =1
(2) A =1 es un autovalor cuya multiplicidad algebraica es 4.
(3) A =2 es un autovalor cuya multiplicidad algebraica es 3.
(4) 1g(A—1)=6,rg(A-1)* =4
(5) rg(A—20)=7,rg(A-2I)3=5

Buscaremos una forma de Jordan de dimensién n que cumpla estas condiciones. Interpretemos cada
una de ellas:

- La primera nos dice que el autovalor 0 tiene multiplicidad geométrica dim(Ker(A —0-1)) = 1. Por
tanto la algebraica es al menos 1.

- La segunda y tercera, nos da directamente la multiplicidad algebraica de los autovalores 1 y 2.

De estas tres conidicones deducimos que la dimensién de la matriz ha de ser como minimo 8, es decir,
n>1+3+4=38.

Ahora, para el autovalor 1 tenemos:

rg(A—I)=6 = dim(ker(A—I))=n—-6 = dimV; =n—6 (n°de cajas de Jordan)
rg(A-—1)? =4 = dimker(A-D*=n—-4 = dimVo=n—4

Como dim(V;) <multiplicidad algebraica= 4. Deducimos que n < 8 y por tanto n es exactamente 8.
Ahora vemos que tenemos la siguiente configuracién para el autovalor 1 :

es decir, dos cajas de Jordan de dimensién 2.
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Ahora, para el autovalor 2 tenemos:

rg(A—2I)=7 = dim(ker(A—2I))=8-7=1 = dimV; =1 (n° de cajas de Jordan)
rg(A—20)°=5 = dim(ker(A—20)?%) =8-5=3 = dimlVz3=3
Ahora la tnica posibilidad es una tnica caja de Jordan de dimensién la multiplicidad algebraica (es
decir 3)

Asi la matriz pedida puede ser:

SO OO OO oo
[N elelaloBel
[=NeNeNaoNelYS =)
[N eNeNell =Rl
OO O R R OOO
SO NO OO oo
SO OO O OO
D= O OO O OO

(Examen final, septiembre 2003)

Encontrar una matriz A, 7 x 7 y de elementos reales, tal que

rango(A) =4, A*=Q, A3#£Q.

Lo maés sencillo es construir A de manera que sea una determinada forma de Jordan. Veamos la
informacién que nos dan:

- rango(A) = 4 significa que dim(ker(A —0-1)) = 7—4 = 3 y por tanto hay tres cajas de Jordan
relativas al autovalor 0.

- A* = Q significa que dim(ker(A — 0-1)*) = 7. Significa que el autovalor 0 tiene multiplicidad al
menos 7. Como la matriz es 7-dimensional. Tiene multiplicidad exactamente 7.

- A3 # Q significa que dim(ker(A—0-1)3) <6.

Deducimos que hay tres cajas de Jordan relativas al autovalor 0. Ademas de los dos ultimos factores,
se deduce que una de ellas tiene dimensién 4. La tnica posibilidad es por tanto es la configuracién:

* *
Es decir cajas de dimensiones 4, 2 y 1:
01 00000
001 0000
000 1000
000 0 O0O0°0
0000010
000 0O0O0°O 0
000 0O0O0°0O

(Primer parcial, febrero 2000)



XIII.— Encontrar una matriz real A de dimension 6 que verifique las condiciones siguientes:
dim KerA =2, dim KerA? =4, rg(A—1I)=4.
Buscaremos A como matriz de Jordan. Interpretemos las condiciones que se le piden:

- dim KerA = 2, quiere decir que hay dos cajas de Jorfan relativas al autovalor 0.

- dim KerA? = 4, quiere decir que la caja relativa al autovalor 0 al menos tiene dimensién 4. En
concreto al menos hay dos cajas de dimensién 2.

- 1g(A — I) = 4, quiere decir que dim(Ker(A—1)) =6—4=2. Y por tanto hay dos cajas relativas al
autovalor 1.

Combinando estos factores, concluimos que A puede tomarse de la forma:

010000
0 000 0O
0 001060
0 000 OO
0000 1O0
0 00 001

(Examen extraordinario, septiembre 1999)

XIV.— Sea f:R®> = R? el endomorfismo dado por

f(x?y7z):((a_l)x+ay+(a_2)z7 $+y+2, J)—Oéy+22)

(a) Hallar los valores de « para los que f es un endomorfismo diagonalizable; para esos valores, encontrar
una base de vectores caracteristicos.

La matriz asociada a f respecto a la base candnica es:

A= 1 1 1
1 — 2
Calculamos los autovalores:
a—1-—X « a—2 1-AX « a—2
det(A—\I) = 1 1—-X 1 = 0 1-AX 1 =
1 —a 2—-A —14+X —a 2-A
1 o a—2 1 « a—2
=({1-X] 0 1-2X 1 =(1-X]0 1-2X 1 =
-1 —a 2-AX 0 0 a— A
=(1=X*(a-2X)

Para que sea diagonalizable se tiene que cumplir:
- a =1 y la multiplicidad geométrica de A =1 es 3, o bien,

- a # 1 y la multiplicidad geométrica de A =1 es 2.

Pero:
a—2 a a—2
A—-1= 1 0 1
1 —Q 1

Vemos que tiene rango 2 si « # 0 y rango 1 si o = 0.



Por tanto:

- Sia # 0, la multiplicidad geométrica es dim(ker(A—1I)) = 3—rango(A—1I) = 1y no es diagonalizable.
- Si o = 0, y la multiplicidad geométrica es dim(ker(A—1I)) = 3—rango(A—1I) = 2y es diagonalizable.
Calculemos los autovectores cuando o = 0:

- Asociados a 1:

T 0 -2 0 =2 T 0
A-Dfly|=10] = 1 0 1 y|=10 = z+2z=0
z 0 1 0 1 z 0
Luego:
S1 = L£{(1,0,-1),(0,1,0)}
- Asociados al 0:
z 0 -1 0 -2 z 0 9, =0
Aly ] =10] < 11 1 yl=(0]| <
p 0 10 2/)\: 0 T+y+z=0

Luego:
SO = ‘C{(Qv _]-a _1)}

Una base de autovectores es:

{(1,0,-1),(0,1,0), (2, -1, —1)}

Hallar el valor de o para que f tenga un autovalor triple. Encontrar la forma candnica de Jordan y
una base asociada.

Vimos que A = 1 es un autovalor triple si @« = 1. Ademads en ese caso la multiplicidad geométrica vimos
que era 1. Por tanto hay una tnica caja de Jordan:

1
J=10
0

O~
— = O

Para calcular una base asociada tomamos un vector i3 € ker(A — I)3 que no esté en ker(A — I)2.
Tenemos:

1

0
-1

(417 =

e R
o O O

Observamos que ker(A—1)? = IR®. Podemos tomar entonces @i = (1,0,0). Ahora la base estd formada
por los vectores:

{(A - I)Zﬁ?n (A - 1)773763} = {(170’ _1)7 (_1’ 1, 1)7 (1’ 0, 0)}

(Examen extraordinario, septiembre 2004)



XV.— Sea Py(x) el espacio vectorial de polinomios en x de grado menor o igual que 2 con coeficientes reales.

Consideramos la aplicacion:

fiPa(x) — Po(z);  flp(a)) =p(z) —p'(2)

Se pide:
(a) Probar que es un endomorfismo.

Un endomorfismo es una aplcicacién lineal dentro del mismo espacio vectorial. En este caso tinicamente
hay que verificar que f es lineal.

Sean p(z), q(x) € P2(x) y A\, p € R hay que comprobar que

fQp(z) + pg(x)) = Af(p(z)) + pf(q(x)).

Pero:

= AMp(x) —p'(2)) + plg(x) — ¢'(x)) = Af(p(x)) + wuf(q(x))

(b) Escribir la matriz asociada a f con respecto a la base candnica de Po(x).

La base canénica de Po(z) estd formada por los polinomios {1, x,z?}. Calculamos sus imdgenes por f,
y escribimos sus coordenadas en dicha base

1 — 1-0=1 = (1,0,0)
r — x-—1 = (-1,1,0)
> — 22-2x = (0,-2,1)
Por tanto la matriz pedida es:
1 - 0
Fee=F=10 -2
0 1

(¢) Calcular sus autovalores y sus autovectores.

Para calcular los autovalores primero hallamos el polinomio caracteristico:
pr(\) = det(F — X)) = (1 - \)?

Deducimos que hay un tnico autovalor \; = 1 con multiplicidad algebraica 3.

Calculemos su espacio de autovectores asociado. Denotamos por (a,b,c) a las coordenadaas de un
polinomio en la base canénicas:

a 0
Sx, ={(a,b,c) ePa(x)|(F-Id) [ b ) =|0]}=
c 0

={(a,b,c) € Pa(x)] —b=0; —2¢=0}=
=£{(1,0,0)}

(d) Si f es triangularizable, calcular su forma de Jordan y la base en la que se expresa.

Observamos que f es triangularizable, por que la multiplicidad algebraica del tinico autovalor coincide
con la dimensién del espacio sobre el cual trabajamos. Ademds la dimensién geométrica de dicho



XVI.—

autovalor hemos visto que es dim(Sy,) = 1. Por tanto hay una tnica caja de Jordan asociada al
autovalor. La forma de Jordan sera:

<

I
o O =
O = =
— —= O

Caclulemos la base en la que se f tiene a J por matriz asociada. Llamamos V; = ker(F —\I)*. Tenemos
VicV, CVs

Para formar la base escogeremos un vector v3 € V3 que no esté en V5. De esta forma la base buscada
vendra dada por:
{(F - 1)2@37 (F - I)/l_}371_)3}

Se tiene:
0 -1 0 00 2
(F-I)=10 0 -2]; (F-I)*=10 0 0|; (F-I1P*=Q
0 0 0 00 0

Podemos tomar entonces 3 = (0,0,1) y la base pedida sera:
{(2,0,0), (0,—2,0),(0,0,1)}

o expresada como polinomios:

{2, —2z,2%}

Describir, si es posible, la aplicacion inversa de f.

La matriz de F' en la base candnica tiene rango 3, luego f es inversible. Para describir la aplicacién
inversa basta dar su matriz asociada con respecto a una base. La matriz asociada a ¢ = f~! con
respecto a las bases candnicas es la inversa de la matriz de f, es decir:

1 -1 0 11 2
Gec=Fzb=10 1 -2 =0 1 2
0 0 1 00 1

Sea A € Mayo(IR). Se sabe que A% es semejante a (é 2) y traza(A) = 1.

Hallar los autovalores de A.

Observamos que si A es autovalor de A entonces A2 es autovalor de A2 ya que:
Au= X u = A?u= A(Au) = A(\u) = \u = \?u.

Por tanto los posibles autovaloes de A son las raices cuadradadas de los autovalores de A2 que claramente
son 1 y 4. Los posibles autovalores son entonces:

1,-1,2,-2.

Ademss la traza de la matriz coincide con la suma de sus autovalores. Concluimos que éstos son 2 y
—1.

¢Es A diagonalizable por semejanza?.

Si lo es porque tiene todos sus autovalores reales y ademds con multiplicidad algebraica uno (con lo que
necesariamente coincide con la multiplicidad geométrica).



