Tema 4

Polinomios y Fracciones
Algebraicas

En general, a lo largo de este tema trabajaremos con el conjunto de
los nimeros reales y, en casos concretos nos referiremos al conjunto de los
nimeros complejos.

4.1. Expresiones Algebraicas: Polinomios

En una expresion algebraica aparecen una o mas variables, incognitas
o indeterminadas que se representan habitualmente por letras. Veamos al-
gunos ejemplos de expresiones algebraicas:

= Monomios %777"3 (volumen esfera)

= Polinomios 2nr? + 2nrh (4rea total de un cilindro)

» Identidades (a + b)? = a® + 2ab + b* (La igualdad se satisface para
cualquier valor que tomen a y b)

» Fcuaciones 4x + 7 = 23 (La igualdad sélo se satisface si x = 4)

Un monomio es una expresién algebraica en la que la tnicas opera-
ciones que afectan a las variables son la multiplicacién y la potenciacion
con exponente natural. Como ejemplos tenemos 5a?, 322y, etc. Llamaremos
coeficiente al nimero que multiplica a las variables (parte literal); en los
ejemplos anteriores, los coeficientes son 5 y 3. El monomio 0 es aquel cuyo
coeficiente vale 0. Para cualquier otro monomio, se denomina grado de un
monomio respecto a una variable al exponente con el que aparece la variable
en el monomio. En el monomio 322y, el grado respecto a z es 2 y respecto a
y es 1. Se llama grado de un monomio a la suma de los exponentes de todas
las variables. El monomio 322y tiene grado 3.
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Dos monomios son semejantes cuando tienen la misma parte literal, es
decir, aparecen las mismas variables con los mismos exponentes. Asi, 322y
es semejante a —4z%y y no lo es a 4xy.

Dos monomios semejantes se pueden sumar, siendo la suma un mono-
mio semejante a ellos cuyo coeficiente es la suma de los coeficientes de los
monomios que se suman. Por ejemplo:

322y — 42ty = —x?y

Dos monomios cualesquiera se pueden multiplicar, para ello se multiplican
los coeficientes y las partes literales. Por ejemplo

(32%y).(—4zya) = —122%y"a.

Noétese que, en el polinomio producto, el exponente de cada variable es la
suma de los exponentes con el que aparece en cada monomio, ya que, si
es una de las variables, se tiene que 2™ = "™,

Un polinomio es la suma de dos o més monomios no semejantes llamados
términos. Cuando sélo aparece una variable, por ejemplo x, un polinomio es
una expresion algebraica:

ao + a1z + asx® + - - + apa”,

donde los coeficientes a; son nimeros reales. Al conjunto de estos polinomios
lo denotaremos R[z].!

Si un polinomio no es el polinomio 0, el mayor de los grados de los
monomios componentes se llama grado del polinomio. Asi, tenemos que
322y — 223ya + 2xa? tiene grado 5 que es el grado del monomio —2x3ya.
Cuando el polinomio pertenezca a R[z], se tiene que el grado del polinomio
es n si ay # 0y, sin embargo, a,, = 0, para todo m > n. Al coeficiente del
monomio de mayor grado en un polinomio cualquiera, se le llama coeficiente
principal y es siempre no nulo. Nétese que los polinomios de grado cero o
constantes son los ntimeros reales.

Para sumar dos polinomios basta sumar los monomios semejantes de
cada uno de ellos y los demés dejarlos como estaban.

Ejemplo 37. o (723 — 422 +3) + (-T2 + 20— 5) = —da? + 20 — 2
w (2?2420 +72+5)+ (322 —6x+32+2y—4) =42? — 4z +102+2y + 1

En cualquier caso, el grado de la suma es menor o igual que el maximo
de los grados de los polinomios que se suman.

Para multiplicar un monomio por un polinomio, se multiplica el monomio
por cada término del polinomio y se suman los resultados.

LEn realidad, los coeficientes pueden pertenecer a cualquier conjunto A y el conjunto
de polinomios correspondiente se representa como A[z]. Como veremos més adelante, la
estructura de A condiciona la de A[z] de tal forma que, cuando A es un cuerpo, se tiene
que A[z] es un dominio.
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Ejemplo 38. n 322(22% — 722 4+ 4o — 1) = 62° — 212* + 1223 — 322
» 4z (2ry — 322 + 69°%) = 822y — 1223 + 24213

Para multiplicar dos polinomios P y (), se multiplica cada monomio de
P por @ y se suman los monomios semejantes obtenidos.

Ejemplo 39. 1) (2zy —32%)(2z + 5y) = 2zy(2x + 5y) — 32° (22 + 5y) =
42’y + 102y — 62° — 152%y = —112y + 102y” — 62°

) (323 — 22 —4)(22% + 4z — 1) = 323(22% + 42 — 1) — 2?(222 + 42 — 1) —
4222 +4x —1) = 62° +122* — 323 — 22* — 423 + 22 — 822 — 162 +4 =
62° + 10zt — 722 — 72?2 — 162 + 4.

1) (a+b)(a—b) =a®—b> (Suma por diferencia)
V) (a+b)? = a? + 2ab + b* (Cuadrado de una suma)
v) (a—b)? =a? —2ab+ b* (Cuadrado de una diferencia)

Para facilitar la reduccién de los monomios semejantes, resulta 1til colo-
car el producto de polinomios como si se tratara de una multiplicaciéon de
nameros.

a3 —2x +1
222 4z -3
—323 +60x —3
xt —22% 4=z
2P —4z3 4222
2% 42t —72° +7x -3

La siguiente tabla proporciona un método para obtener los coeficientes del
producto P(z)Q(z) siendo P(z) = 2% —2x + 1y Q(z) = 222+ — 3. En
la fila superior, colocamos los coeficientes de P(x) y hacemos lo mismo con
los de Q(z) en la columna de la derecha (si algin coeficiente es 0, se deja
el hueco corespondiente). A continuacién, multiplicamos la fila superior por
las columnas y finalmente sumamos en diagonal.

De lo dicho anteriormente, se deduce que si P(z) = > " ja;x; € R[z]
y Q(z) = >."ybjz; € Rlz] son dos polinomios en una sola variable con
n > m, las operaciones suma y producto se pueden expresar como:
m n
P(z)+Qx) = (ai+b)wi+ Y azs

=0 i=m-+1
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y
m—+n
P(x)Q(x) = Z cizi, siendo ¢; = Z a;by,
i=0 k=i

Es féacil comprobar que (R[z], +,.) es un dominio (aniilo conmutativo sin di-
visores de cero) pero no es un cuerpo. Tiene propiedades analogas a (Z, +, .).

4.2. Divisibilidad en el anillo de polinomios

A partir de ahora trabajaremos inicamente con polinomios en una vari-
able, con coeficientes en R, es decir con elementos de R[z].

Dados dos polinomios P(z)=>1";a;z; (dividendo) y Q(z)=>""" b;z;
(divisor), existen siempre un par de polinomios C(z) (cociente) y R(z)
(resto) tales que

P(z) = Q(x)C(x) + R(z)

siendo R(z) = 0 o el grado de R(z) estrictamente menor que el del divisor
Q(z).

Para efectuar la divisién, multiplicamos a,b;,!2"~™ por Q(z), obtenien-
do un polinomio Q'(x) que se lo restamos a P(z). El polinomio P'(x) =
P(z) — Q'(z) tiene grado estrictamente menor que P(z) y con él repetimos
el proceso hasta obtener el resultado deseado, es decir hasta obtener un resto
nulo o de grado menor que el cociente.

Ejemplo 40.

x3 — 2x + 3 ’2172—334—1
— 3+ 1/2962 — 1/2£U 1/256 + 1/4
1/2:82 — 5/2% + 3
_ 1/21:2 + 1/4:E— 1/4
— 9/433 + 11/4

Si el resto de la divisién de P(z) entre Q(z) es nulo, se dice que P(z) es
un maltiplo de Q(z) o que Q(z) es un divisor o factor de P(zx).

Cuando queremos dividir P(x) = a,z™ + - - - a1z + ag entre x — a siendo
a un numero real, la Regla de Ruffini permite obtener facilmente el cociente
y el resto de la divisién:

Qan ap—1 eoan ag
a ana o ag+ -+ apa™ 2 ai + aga + -+ + aza™ !
‘ an aan + ap—1 -+ ap+aga+ - +aza” ! ap +aja+---+apa”

De esta manera, se tiene que el cociente Q(z) = Z?;ol b;z; es el polinomio
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de grado n — 1 cuyos coeficientes son:

bn—l = an
bp—2 = ap_1+aa,
bo = ai+aga+---+aa!

y el resto es P(a) = Y"1 ;a;a’ que recibe el nombre de valor numérico del
polinomio en x = a. Cuando P(a) = 0, se dice que a es un raiz o cero de
P(z). De lo dicho anteriormente, se desprende que a es un raiz de P(x) si,
y s6lo si, x — a es un divisor de P(z).

Ejemplo 41. Consideremos el polinomio P(z) = x> —2x? +x — 2. Si obten-
emos mediante Ruffini P(2) y P(1):

1 -2 1 -2
2 2 2
\1010
Yy
1 -2 1 -2
1 1 -1 0

1 -1 0 -2
deducimos que 2 es raiz de P(x), 1 no lo es y ademds que
Px)=(x—2)(z*+1)=(z - 1)(2® —z) — 2.

Un polinomio puede tener raices en C y no en R. Es el caso de z2 + 1
que no tiene ceros en R y, sin embargo, se anula para ¢ y —i en C.

Sobre las raices de un polinomio hay que tener en cuenta que si a es raiz
de P(x), se tiene que P(z) = (x —a)Q(z), por lo que P(z) tendrd a lo sumo
n raices en R

Ejemplo 42. 1) 22 — 3z + 2 tiene dos raices que son 1 y 2
11) 22 — 2z + 1 tiene una tnica raiz que es 1
1) 22 + 1 no tiene raices en R

Dados dos polinomios P(z) y Q(x), se dice que un polinomio ménico
D(z) es el mdzimo comin divisor de ambos y se denota:

D(z) = med(P(x), Q(x))

si es divisor de ambos y no hay otro divisor ménico comtn con mayor grado
que él. Para obtenerlo, se puede utilizar la descomposicién en irreducibles
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de P(z) y Q(x) (que veremos mds adelante) o el algoritmo de Euclides que
hemos utilizado con los niimeros enteros.>

Dados dos polinomios P(z) y Q(x), se dice que un polinomio ménico
M (z) es el minimo comin multiplo de ambos y se denota:

M(x) = mem(P(x), Q(x))

si es multiplo de ambos y no hay otro multiplo ménico comin con menor
grado que él.

Ejemplo 43. Si P(x) = ( —Dx+1) = (@—-1)(z+1)? y Qx) =
(22 = 1)(x+2) = (z — 1)(x + 1)(x + 2), se tiene que:

med(P(2), Q@) = (¢~ (a + 1) = (2* ~ 1)

mem(P(x),Q(z)) = (2° — 1)(z 4+ 1)(z +2) = (z — 1)(z + 1)*(x + 2)

Si a es raiz del polinomio P(z), se dice que a tiene multiplicidad r si

P(z) = (z — a)"Q(x) con Q(a) # 0.

Ejemplo 44. 1) Puesto que 22 — 62 + 9 = (z — 3)2, 3 es una raiz de
multiplicidad 2

11) 22 + 4 no tiene raices en R y tiene dos raices de multiplicidad uno en
C que son £2i.

Conviene destacar que si P(z) = Y 1 a;x' € R[z] y 2 = a + bi es una
raiz de P(x) en C, también zZ = a — bi es raiz de P(x) ya que:

Pz)=0 & Y, az2"=0
& P(z)=0

3 De este modo, las raices complejas de un polinomio con coeficientes en R
siempre aparecen por pares. Recordemos que si z = a + bi es un niimero
complejo, el conjugado de z es Z = a — bi y se verifica que Z =z, Z = z si, y
sélo si, z es real, z 4+ Z = 2a y 2Z = a® + b°.

Para la bisqueda de las raices de un polinomio puede ser 1til saber que
si z = § (con a y b ntimeros enteros sin divisores en comin) es una raiz
racional de P(z) = Y1 ;a;2, se tiene que a es un divisor de ag y b es un

divisor de a,.

2Este es el que se utiliza en la practica debido a la dificultad que se puede presentar a
la hora de factorizar un polinomio arbitrario
3Aqui se utiliza que 2122 =21 - Z2 y 21 + 22 = Z1 + %
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Ejemplo 45. Sea P(x) = 22* 323422 +1. Puesto que P(1) = 2, P(—1) =
4, P(2) =13 y P(—2) = 53, se concluye que P(x) no tiene raices en Q.

Por otro lado, en C, el Teorema fundamental del Algebm garantiza que
todo polinomio con coeficientes complejos tiene al menos una raiz en C. Por
lo tanto, un polinomio de grado n con coeficientes complejos tiene n raices.

De la misma forma que los niimeros primos juegan un importante papel
en la Aritmética, los llamados polinomos irreducibles serdn sus equivalentes
en el anillo de polinomios. Diremos que un polinomio P(z) es irreducible
si cuando P(x) = Q(z)H(x) (siendo Q(x) y H(x) polinomios de R[x]), se
tiene que Q(z) o H(z) son de grado cero, es decir, los tnicos divisores de
P(z) son las constantes y P(x) multiplicado por alguna constante. Si no
ocurre esto, se dice que P(z) es reducible, en cuyo caso, P(z) = Q(z)H (z),
siendo Q(z) y H(x) de grado al menos 1. Si, o bien Q(x) o bien H(x), son
reducibles, admitiran una nueva descomposicién, encontrandose finalmente
una descomposicién de P(x) en producto de potencias de irreducibles.

Esta factorizacion se utiliza para el cdlculo del miximo comun divisor
y del minimo comin miltiplo de P(x) y Q(z), ya que el primero es el
producto de los factores irreducibles comunes a P(z) y Q(x) elevados al
menor exponente, mientras que el minimo comuin muiltiplo es el producto de
los factores irreducibles comunes y no comunes de P(z) y Q(z) elevados al
mayor exponente.

Ejemplo 46. Si P(x) = (22 — 1)(z + 1) = (z — D)(z + 1)? y Q(z) =
(22 = 1)(2® +2) = (x — 1)(z + 1)(2® + 2), se tiene que:

med(P(2), Q(x)) = (z — 1)(z +1) = (z* — 1)

mem(P(xz),Q(z)) = (z — 1)(z + 1)*(2® + 2)

El tnico problema que nos queda por atacar es jcomo se reconocen los
polinomios irreducibles? De lo dicho anteriormente, deberia haber quedado
claro que un polinomio de grado uno es siempre irreducible mientras que un
polinomio, de grado mayor que uno, con una raiz a nunca es irreducible ya
que es divisible por & — a. De hecho, en C[z] los tinicos irreducibles son los
polinomios de grado uno, mientras que en R[z] los polinomios irreducibles
son los de grado uno o de grado dos ax? + bz +c con b? —4ac < 0. En efecto,
si consideramos en R[z] un polinomio de grado mayor o igual que 3, nunca
serd irreducible ya que, si su grado es impar tendra al menos una rafz real.*
Cuando su grado sea 2n y no tenga raices reales, tendréd 2n raices complejas
que apareceran emparejadas, es decir, las raices seran:

(zla"'>zn721>"'7zn)

4Recordemos que las raices complejas aparecen por pares (una y su conjugada)
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con lo que la descomposicién de P(x) resulta:

P(z) = [[@-2)(@—2) = [[(2°—(znt+2)z+2z) = [ [ (2°—2arz+(aj+0}))
k=1 k=1 k=1

donde, para cada k, se tiene que z = aj+byi. Queda claro pues que P(x) no
es irreducible ya que cada z? — 2az + (a? + b7) es un polinomio irreducible

sin mds que tener en cuenta que 4a; — 4(as + b2) = —4b? < 0.
Finalmente, si un polinomio P(z) = Y1 ja;z" de grado n tiene n rafces
a; (1 =1,...,n), las Férmulas de Cardano-Vieta ligan los coeficientes de

P(x) con las raices de P(x). Dado que ag + a17 + ...ap_12" ! + a,2™ =
an(x — ay) -+ (x — o), se tiene que:

—1 _ n .
aopay, ) = Hi:l Qv
— n ~
alan = Zz:lalalan
-1 n—1
an—2Qp~ = Zizl (o7 7AN]
—1 _ n

donde la notacién @ indica que « no aparece en el producto.

4.3. Fracciones Algebraicas

Una fraccion algebraica es un cociente de polinomios g. El polinomio
P se llama numerador y () se denomina denominador y es no nulo. Como
ejemplos tenemos:
r+y 22-3x+1
z—y r—2

. . /! . . . .
Diremos que dos fracciones g y % son equivalentes si los polinomios
PQ' y QP' coinciden. Asi pues, para obtener una fraccién equivalente a
g basta multiplicar P y @ por un mismo polinomio H. También puede
interesarnos obtener una fraccién equivalente a 5 diviendo P y @ por algin
divisor comtn de ambos. Si Py ) no tienen divisores comunes, diremos que
la fraccién g es irreducible.

Ejemplo 47. 1) La fraccion i—ﬂ es equivalente a ﬁzfx
.. 3z(z+y)? : (z+y)
11) La fraccion 52ty & equivalente a ~=_
P(z)

Si nos restringinmos a las fracciones 0@ podriamos comenzar dicien-
do que la relaciéon “ser equivalente a”’es una relacion de equivalencia en el
producto cartesiano:

Rlz] x R[z] = {(P(z),Q(x)) ; P(z),Q(x) € R[z]}
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El conjunto cociente se denota por R(z) y es un cuerpo con la suma y el
producto que definimos a continuacién.®

Para sumar dos fracciones g y % se reducen a comun denominador
transformando cada una en otra equivalente pero con denominador comun.
Para ello, se calcula el minimo comin miltiplo M (z) = mem(Q(x), Q'(z)).
Puesto que M(z) = Q(z)H(z) = Q'(z)H'(z), la fraccién g (respectiva-
mente %) es equivalente a % (respectivamente a %) La fraccién suma
se obtiene sumando los numeradores y manteniendo el denominador comiin

obtenido previamente, es decir:

P, P _PH PH _PH+PH
Q'@ M M M

Ejemplo 48.
1 1 r+1—=x 1

r z+1 (z+D)z (z+1)z

El numerador de la fraccién producto se obtiene multiplicando los
numeradores y el denominador haciendo lo mismo con los denominadores.

Ejemplo 49.
2¢® 156°  30a%b®  30%
50 " 8a*  40ab  4a?

Si g es una fraccién algebraica, su inversa es % ya que si las multipli-

camos obtenemos la fraccién 1 que es el elemento neutro para el producto
de fracciones. Para dividir dos fracciones multiplicaremos la primera por la
inversa de la segunda.

Ejemplo 50.

> -1 z+1  2*a?-1)
r 22 z(z+1)

=z(x—1)

5Es la situacién ansloga a la que se plantea con Z y Q



