Tema 2

Estructuras algebraicas
basicas

2.1. Operacion interna

Definicidn 29. Dados tres conjuntos A, B y C, se llama ley de composi-
cion en los conjuntos A y B y resultado en el conjunto C, y se denota por
“©” a una aplicacion’ :

®: Ax B —C
(a,b) — f(a,b)=a@b=ceC

Definicién 30. Dada & : A x B — C, se dird que la ley de composicion &
es interna si A= B = C.

Por lo tanto, una ley de composicién & : A x A — A es una ley de

composicién interna.?

Ejemplo 23. La suma y el producto ordinarios en R, denotados respectiva-

mente por “+”y “-”, son leyes de composicion interna:
4+ :RxR—R - RxR—R
(z,y) — z=z+y (z,y) — z=my

Ejemplo 24. La operacion resta no es una operacion interna en N, ya que
el resultado de restar entre si numeros naturales puede producir numeros
negativos, que no estan en N. Por ejemplo: 1,2 € N pero 1 —2=—1 ¢ N.

'A una ley de composicién de A x B — C se le conoce, también, con el nombre de
operacién binaria. La notacién @ es arbitraria, y podria elegirse cualquier otra. A lo
largo de este capitulo se utilizaran diversos simbolos para representar este tipo de leyes de
composicién: @, ®, ©, *, -, +, -

2Una ley de composicién interna se llama, también, operacién binaria interna u
operacién interna.
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De la misma forma, la operacion division no es interna en ninguno de
los conjuntos numéricos habituales N, Z, Q,R o C, ya que el resultado que se
obtendria al dividir entre 0 no estd definido en ninguno de estos conjuntos.

Visto desde otra perspectiva: sélo determinadas operaciones resultan in-
ternas en cada conjunto. Asi pues, parece necesario definir las leyes que no
son internas:

Definicion 31. Dados dos conjuntos A y B, se llama ley de composicion
externa a una aplicacion A x A — B, que a todo par de elementos de A
asocia un elemento de B.

La resta entre ntimeros naturales, del ejemplo anterior, resulta asi una
operacion externa de la forma N x N — Z.
Pero existe otra forma de ley de composicién externa, con dos variantes:

Definicion 32. Dados dos conjuntos A y B, se dice que una aplicacion de
la forma:
® :AxB— A
(a,b) — c=axb
es una ley de composicion externa por la derecha, y a los elementos
del conjunto B se les llama multiplicadores o escalares de la operacion®.
St la aplicacion es de la forma:

® :BxA— A
(b,a) — c=b0Ga

se dird que es una ley de composicion externa por la izquierda.

Ejemplo 25. Un ejemplo tipico de operacion externa es el producto de un
escalar por vector em un espacio vectorial, que se verd con detalle en la
seccion siguiente. Si llamamos K al conjunto de escalares (cuerpo) sobre el
que definiremos el espacio vectorial V', un producto de un escalar de K por
un vector de V' serd de la forma:

e KXV —V
(A\v) —u=A-v

Ejemplo 26. Un caso particular del ejemplo anterior es el producto de
escalares por funciones reales de variable real. Si A es el conjunto de las
funciones reales de variable real, f € A es una funcion de A, R el conjunto
de los numeros reales y k € R un numero real, la aplicacion

e« :RxA— A
(k. f) — (k- f)(z) =kf(z), Ve eR

resulta ser una operacion externa en A.

3Esta ley se llama, también, operacién externa por la derecha.
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Propiedades 8. Las leyes de composicion no han de satisfacer, en general,
ningun requisito en especial. Sin embargo, solo serdn interesantes aquellas
que, en cada caso, verifiquen ciertas propiedades. De ellas, se exponen aqui
las mds interesantes, comenzando por las que se refieren a leyes de composi-
cion interna:

Asociativa a1 ® (a2 ® a3) = (a1 @ az) D as, Vai,az,a3 € A
Conmutativa a1 ®as = as D ay, Vaj,as € A

Distributiva Dado el conjunto A y las leyes & y ®, se dice que © es
distributiva por la izquierda respecto a & si:

a1 © (a2 ® a3) = (a1 ® a2) ® (a1 ® az), Yai,az,a3 € A

de la misma forma, se dice que ® es distributiva por la derecha
respecto a @ Si:

(az @ag) ®ar = (ag @CLl) () (a3 @CLl), Yai,as,a3 € A

finalmente, ® es distributiva respecto de ®, si lo es por la izquierda
y por la derecha, esto es:

(a1 ®az) ® (a3 @ aqg) = (a1 ©®a3) B (a1 © ag) ®
@ (a2 ®az) ® (a2 ® aq), Yai,az,as,a4 € A

Elemento neutro Se dice que una ley de composicion interna en A tiene
elemento neutro si:

JdecA/eda=ade=aqa, Vac A
El elemento neutro* se denotard por e.

Elemento simétrico Dada una ley de composicion interna en A con ele-
mento neutro e, se llama elemento simétrico, si existe, del elemento
a € A, a un elemento a tal que’:

aPba=aPa=c¢e

4Para la operacién suma ordinaria en N,Z, Q,R, el elemento neutro es el “0” para la
suma, y para el producto ordinario el “1”.

5Para la suma ordinaria, el elemento simétrico de un elemento = es —z, y se llama
elemento opuesto. Para el producto ordinario entre nimeros reales o racionales no
nulos, el elemento simétrico es %, y se denomina elemento inverso o reciproco. Por
otra parte, para el producto ordinario de matrices, que se estudiard mas adelante, el
elemento simétrico se llama matriz inversa y se representan por A .



40 TEMA 2. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS BASICAS

Elemento regular o simplificable Se dice que el elemento a € A es re-
gular o simplificable para la ley de composicion interna “®” si se
verifica:

St a®ar=a®ay = a1 =as, Vaj,as € A

St a1 @a=as®a = a; =az, Vaj,as € A

La estructura de espacio vectorial, entre otras, constituye la base so-
bre la que se apoya el Algebra Lineal. Los espacios vectoriales son es-
tructuras matematicas que cumplen unas determinadas propiedades. Estas
propiedades son poco restrictivas, de forma que numerosos problemas reales
pueden modelizarse mediante espacios vectoriales.

Para abordar el estudio de los espacios vectoriales recordaremos previa-
mente una serie de definiciones de conceptos que son la base sobre la que se
apoya la definicién de espacio vectorial.

Hemos utilizado como ejemplo de estructuras los conjuntos de nimeros
N,Z,Q,R y C que se estudiaran con detalle en el capitulo siguiente.

Definiciéon 33. Se llama estructura algebraica a un conjunto A y unas
operaciones ®, R, ®, ... —internas o externas— definidas en €l, de forma que
se verifican ciertas propiedades. Se denota por (A, ®,®,O,...).

Se exponen a continuacion las estructuras méas habituales, y las nece-
sarias para llegar, finalmente, al espacio vectorial.

2.2. Grupos
Definicién 34. Se llama grupo a una estructura (G,®) que verifica las
propiedades:
1. zRy)z=2 (Yy®z), Yr,y,z € G (Propiedad Asociativa)
2. Jde€eG /r®e=e®z=uwx, Vo € G (Ezistencia de Elemento Neutro)
3. Vxe G dy € G / y®zx = x®y = e (Existencia de Elemento

Simétrico)
Definiciéon 35. Se llama grupo conmutativo 6 Abeliano a un grupo
(G,®) que verifica:

4. zy=y®uzx, Yr,y € G (Propiedad conmutativa)

Ejemplo 1. En el grupo (R,+) el elemento neutro es el “0” y el elemento
simétrico es el elemento opuesto (—x). De la misma forma, en el grupo
(Ro =R — {0}, ) el elemento neutro es el “1” y el elemento simétrico es el
inverso® (1/x). Ambos son grupos conmutativos. Ademds:

5Quizés con més precisién, a éste elemento se le denomina también recéproco.
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1. Los conjuntos Z,Q,R y C son grupos abelianos respecto a la suma
ordinaria

2. Los conjuntos Qp,Ry y Coy son grupos abelianos respecto al producto
(sin el “07)

3. El conjunto My, xn(R) de matrices con m filas y n columnas y coefi-
ctentes en R es un grupo conmutativo respecto a la suma matricial.”

2.3. Anillos

Se analizaran a continuacion los anillos, un tipo de estructuras con dos
operaciones relacionadas entre si. Estructuras algebraicas de este tipo son
los conjuntos numéricos Z,Q y R, de forma que estas estructuras resultan
relativamente familiares; esto, no obstante, puede resultar un inconveniente
porque anima a generalizar las propiedades a las que se esta acostumbrado
al manejar niimeros. Esto, como se vera, no es siempre acertado.

Definicién 36. Se llama anillo, y se denota por (A, ®,®), a un conjunto A
dotado de dos operaciones “@” y “©” que verifica las propiedades siguientes:

1. (A, ®) es un grupo abeliano. Su elemento neutro lo denotaremos como
0.

2. (z0Y)Oz=20(yOz2), Yr,y,z € A (propiedad asociativa)

TOYd2)=(20y) & (r02)
(zdy) Oz=(x02)®(y©=2)

} Va,y,z € A (prop. distributiva)
Definicién 37. (A, ®,®) se llamard anillo unitario si verifica:

4. 3'eecAd/roe=e0r=x Vzecd
Definicién 38. (A, ®,®) se llamard anillo conmutativo si verifica:

5. xQy=youz, Y,y € A (propiedad conmutativa)

Definicién 39. Un elemento x de un anillo unitario (A,®,®) se dice in-
versible si posee simétrico respecto de la sequnda operacion, “©7, es decir
eziste y € A tal que

rTOyYy=yOr=e€

Ejemplo 27. En el anillo (Z,+,-) los unicos elementos inversibles son el
1y el —1, de forma que (—1)-(=1)=1-1=1 (el 1 es el elemento neutro
para la operacion “”). Esto choca directamente con lo que sucede en el anillo

"Si A = (ai), B = (Bij) € Mumxn(R) son dos matrices reales, la suma A + B =
(aij + bij)
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(R,+,-), en el que el unico elemento no inversible es el 0 (precisamente, el
elemento neutro para la operacion “47).

Con respecto a los conjuntos numéricos, se cumple que (Z,+,) es un
anillo conmutativo unitario. Los conjuntos (Q,+,-), (R,+,-) y (C,+,-) son
anillos conmutativos unitarios, en los que todos los elementos, salvo el nulo,
son tnversibles.

Otro ejempo muy utilizado de anillo es el conjunto Z., con las opera-
ciones:

[a] + [b] =[a+b] |a][b] = [ad]
siendo a,b € {0,1,...,m — 1}.

Por analogia con los conjuntos numéricos, es habitual denotar al elemento
neutro, respecto de ®, de un anillo unitario (A, ®,®) como 1.

En determinados anillos es posible encontrar dos elementos no nulos que,
al operarlos entre si mediante la segunda operacién —a la que habitualmente
denominamos con el producto—, se obtiene el elemento neutro de la primera —
el 0, habitualmente—. En otras palabras, es posible multiplicar dos elementos
no nulos y que el resultado sea cero. A estos elementos se les conoce como
divisores de cero:

Definicién 40. En un anillo (A, ®,®) se dice que un elemento a € A no
nulo es un divisor de cero si existe otro elemento no nulo b € A tal que
a®b=0.

Un ejemplo claro de este tipo de comportamiento se puede observar en el
anillo (M, (R), +, ), donde M, (R) es el conjunto de las matrices cuadradas

de tamano n con coeficientes en R y “+7“” son las operaciones suma y
producto habituales entre matrices.® Si tomamos las matrices no nulas (§J)

y (39), su producto es:

1 0y (0 0y_/(0 0
0 0 0 1/ \0 O
Un caso especial de anillos son aquellos en los que no existen divisores
de cero, es decir:
Vae,ye A (x@y:O<:>(x:O\/y:O))

a estos anillos se les denomina anillos integros o dominios de integridad.

Ejemplo 28. Los anillos (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,:) y (C,+,-), con las
operaciones + y - habituales en ellos, son dominios de integridad.

8Si A = (asj), B = (bij) € My (R), la matriz producto AB tiene como coeficiente ij el
resultado de multiplicar la fila i-ésima de A por la columna j-ésima de B, es decir

n by;
(AB); = Z aikbr; = (Qity .-« Qin)

k=1
bnj
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2.4. Cuerpos

Definicién 41. Se llama cuerpo a un anillo unitario (K,®,®), tal que
(K —{0},®) es un grupo, es decir todo elemento v € K distinto de 0 es
inversible respecto de ©.

Si el anillo (K, ®, ®) es conmutativo, se dice que el cuerpo K es conmu-
tativo.

Ejemplo 2. Los conjuntos Q, R y C son cuerpos conmutativos respecto a
las operaciones suma y producto ordinarias.
El anillo Z,, es un cuerpo si m es un numero primo y son la base para la

construccion de cualquier cuerpo finito cuyo cardinal es siempre de la forma

p", siendo p un primo y n un numero natural. Estos cuerpos se utilizan en

Criptografia, Teoria de Cddigos, etc.

2.5. Espacios Vectoriales

Definicion 42. Se dice que un conjunto V tiene estructura de espacio
vectorial sobre un cuerpo K si:

- En V hay definida una operacion interna (suma) que confiere a V.
estructura de grupo abeliano

- En'V hay definida una operacion externa (producto)
K xV -V
que verifica las siguientes operaciones:

Au+v)=Au+ v, Vu,veV, VIe K
A+ p)u=Au+pu, VueV, VA ue K
Apu) = (Ap)u, YVueV, VA pe K
l-u=u, YueV

e v o~

Los elementos del espacio vectorial reciben el nombre de vectores, y los
elementos del cuerpo K escalares.

Ejemplo 29. Son ejemplos de espacios vectoriales R, C", Z . para cualquier
natural n, (en general K", si K es un cuerpo) y Muyxn(R).

Sea V un K-espacio vectorial. Si ) # U C V es un subconjunto no vacio
de V, se dice que U es un subespacio vectorial de V', si U es un espacio

vectorial sobre K, considerando en U las mismas operaciones definidas en
V.
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Proposicién 2. Sea () # U C V un subconjunto no vacio de V, son equiv-
alentes:

1. U es un subespacio vectorial de V
2. Dadosﬂf,J’EUyaeK,setienequeﬁ—i-J’EUyaﬁeU
3. Dadosﬁ,J’EUya,ﬁeK, se tiene queaﬁ—FﬂJEU

Sea V un K-espacio vectorial y sea S = {7, 7,...,7,} un subconjunto
cualquiera de vectores de V. Una combinacion lineal de los vectores de S es
un vector U que se escribe como

p
U= 101 + agty + - - -Odp’Up = E ;i U;.
=1

donde a; € K.

Ejemplos 2. 1. 0 es combinacion lineal de cualquier conjunto de vec-
tores sin mas que tomar o; = 0 para todo 1.

2. En R3, se tiene que
(1,1,0) = (-1)(2,1,—1) + 1(3,2,-1)

Proposicién 3. El conjunto {combinaciones lineales de S} es un subespa-
cio vectorial de V' llamado subespacio generado o engendrado por S y se
denota < S >

Definicién 43. Sea S = {0,0s,...,0,} un conjunto de vectores de V.
Se dice que S es un conjunto libre o un conjunto de vectores linealmente
independientes si, para toda combinacion lineal de los vectores de S':

se tiene que o; = 0, para todo i. Equivalentemente, S es libre si, ningin
vector de S es combinacion lineal de los demds.

Anidlogamente, se define:

Definicién 44. Sea S = {01, ¥5,...,Tp} un conjunto de vectores de V. Se
dice que S es un conjunto ligado o un conjunto de vectores linealmente
dependientes si, existe una combinacion lineal de los vectores de S:

p
E Oéil_fi 2041171—|—"'+Oép’(7p:0,
i=1

donde algin o; # 0. Equivalentemente, S es ligado si, algin vector de S es
combinacion lineal de los demds.
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Ejemplo 30. En R3, los vectores {(1,1,0),(2,1,—1),(3,2,—1)} forman un
conjunto ligado.

Sea V un K-espacio vectorial.

Definicién 45. Se dice que V es un espacio vectorial de tipo finito (o
finitamente generado) si existe S C V finito tal que V. =< S >. S es un
sistema de generadores de V.

Definicién 46. Un conjunto de vectores B = {¥1,...,7,} de V es una base
de V si:

» B es un sistema de generadores de V. (V =< B >)
s B es un conjunto libre.

Ejemplo 31. En K", el conjunto

es una base (llamada base candnica)
Teorema 1. Sea B = {v,...,70,} C V. Son equivalentes:
1. B es una base de V.

2. Cualguier vector de V' se escribe de manera tnica como combinacion
lineal de los vectores de la base de B.

Si ¥ = a1t + ata + -+ - + oy, los escalares ag,as,. .., se llaman
coordenadas del vector U respecto de la base B.

Proposiciéon 4. Sea V # {6} un espacio vectorial de tipo finito. V' siempre
admite una base.

Proposicién 5. Sean B y B’ dos bases de V. Entonces |B| = |B’| y a este
cardinal comin se le llama dimensién de V.

Sea S un conjunto de vectores de un espacio vectorial V' de tipo finito.
Se denomina rango de S a dim(< S >), luego el rango de S es el mayor
nimero de vectores linealmente independientes que hay dentro de S.





