Tema 4

Derivacion

4.1 Definiciones y propiedades basicas

Definicién 4.1.1 Dada una funcién f : D C R — R, diremos que f es
derivable en un punto xg € D, si existe el limite siguiente, que denotaremos

f'(@0) 0 ().,

f'(x0) == lim f@) = f(@o) _ lim flzo + h}i — fwo) _
T—T0 T — o .

lim Lo F88) = flwo) oy AF@) _ o A(@)

Az—0 Az h—0 h Arso Az

El limite f’(z() se denomina derivada , respecto de z, de la funcién f en el
punto zg.

Ejemplo 4.1.1 Dada la funcién f(z) = Inz, su derivada en un punto x
sera:

1 Trh)=Jj{x : n(z+h)—Inz . ln £tk
F(z) = 11mhh—»o w = limy,_.o % = limy,_p 2 =
. In( 142 . )
hthO (:T) :hmh*)()%ln (1—‘—%) :hthO% [% ln (1_‘_%)} —

x

limh_ﬂiln (1+ %)% = %ln |:hmh_,0 (1+ %)ﬂ = %lne =1

Ejemplo 4.1.2 En el caso de f (z) = sinx:

F(2) = limy, o LEHRLED _ iy, sinleth)sine

Y, recordando que sina — sinb = 2 cos aTJ“b sin “T_b
. i h)—si . 2cos 2&th gin b
limy, g sm(:c—f—h) sinz _ limy, g Z 2 _
2x+h - h - h
. COSs s 5 . . sin =
limy,_,o —2%—=2 = limy,_,o cos Zzth im, 5> = COST

2
2 2
Ya que, segtn se vi6 en el tema 2 (Ejercicios resueltos):lim, o #2£ = 1.
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2 TEMA 4

Dado que la derivada es un limite, igual que existen limites laterales
existen derivadas laterales:

Definicién 4.1.2 Dada una funcién f : D C R — R, diremos que en xq € D
admite:
derivada lateral por la derecha, que denotamos [, (z) 6 f' (z7) :
Zo

f/(er) — lhig} f(xO + h})L - f(l'o)

h>0

derivada lateral por la izquierda, que denotamos f'(zy) 6 f_(x) :
0

f(xg) = %Eg f(zo — li)h— f(zo)

h>0

Como en el caso de los limites laterales, la existencia de derivada implica
la existencia, e igualdad, de las derivadas laterales. Reciprocamente si existen
y coinciden las derivadas laterales, existe la derivada y coincide con ellas.

En caso de que alguna de las derivadas laterales no exista, o en caso de
que sean distintas, no existe la derivada. Igual que no existe el limite, si los
limites laterales son distintos o alguno de ellos no existe.

Teorema 4.1.1 Dada la funcion f: D C R — R, tenemos:
f deriwvable en x € D = f continua en x.

Nota 4.1.1 El reciproco del teorema precedente es falso, como puede verse,

por ejemplo, con la funcién f (x) := |z|, en el punto x = 0:

.
5]
y

.
A

4 2 0 2 4
lim, o+ f(z) = lim, o+ |z| = limpo|0+h| = 0 = lim,_0|0 — h| =

lim, o- |z| = lim,_o- f (x)
Limites que coinciden con f (0), es decir f es continua en 0, pero:



f/(0+) = lims—o FO+h)=f(0) = lims—o [h 20 = lims—o h— 1
h>0 h h>0 h>o b
f’(O*) = limn—o w = limn—o ‘_ELL_O = limn-o %h =—-1

h>0 h>0 h>0

Las derivadas laterales son diferentes, por lo que f no es derivable en 0.

4.2 Interpretacién geométrica de la derivada

Supuesto que la curva representada en la figura corresponde a la funcién de
ecuacion y = f (z), consideremos los puntos:

P=(z f(2)), A= (r+ Az, f(x) + Af (2))

: P4 . Af(z) _ AB _
Como podemos ver, considerando el tridngulo AP B: A—; = 52 =tana,

pero, cuando Ax — 0, el punto A tiende a coincidir con el punto P, de ma-
nera que la cuerda AP pasa a ser la tangente a la curva en P y, en el limite,
el dngulo « pasa a coincidir con el dngulo 3, asf

@) = fim, 55 = fim,tana = tan
Por tanto la derivada de una funcién en un punto es, numéricamente, igual
al valor de la tangente trigonométrica del dngulo formado, con el sentido
positivo del eje OX, por la tangente geométrica a la curva correspondiente,
en el punto dado. En los puntos en que la curva admite dos tangentes distin-
tas, la derivada no existe, pues tendria dos derivadas distintas, una por cada
tangente.

/
- Aflx)
P/<B \a )

Ax

4.3 Derivadas de las operaciones con funciones

Teorema 4.3.1 Dadas dos funciones f,g: X C R — R, derivables en un
punto x € X, con derivadas respectivas f' (x),q (x) en tal punto, se verifica:
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i. f+ g es derivable en x, siendo (f + g) () = f' (z) + ¢ ().
i. Dada una constante A € R, \f es derivable en x y (\f) (= ) A (z).

iti. f-g es derivable en x, siendo (f-g)' (x) = f'(z)g(z)+ f(z) ¢ (x).

. 5 es derivable en x si g(x) # 0, siendo (§> (z) =L (x)g((z)(x))gx)g'(x).

4.4 Derivadas de funciones elementales

Veremos algunas, las derivadas de las funciones cos z, tan x, cot x, sec x, csc x,
se deducen de la derivada de la funcién sin x.

Teorema 4.4.1 Se verifica:
f(x)y=cte= f'(x)=0

. f (x) =2" = f'(x) = na™!

iti. f(x) =sinz = f'(z) = cosx

w. f(z) =z = f(z) =1.

4.5 Regla de la cadena

(Derivada de la funcién de funcién)
Dada una funcién ¢ (f), en la que f a su vez es funcién de otra variable
x, se trata de dar una regla que permita derivar ¢ respecto de .

Por ejemplo si queremos derivar la funcién y = In £ +1 , con respecto a x,

podemos considerar las funciones f = f(z) = xz‘;l, y g=9g(f)=Inf, el

siguiente teorema da una regla para calcular d—y

Teorema 4.5.1 (Regla de la cadena) Dadas las funciones:
f:ACR — R, derivable en x € A, con f(A) C B
g: BCR —R, derivable en y = f (z) € B
La funcion compuesta g o f, es derivable en x; siendo:

AR = (go /Y @) =g (f(2)) f'(0) = G &

En el ejemplo precedente sera:

dy dg(f(x)) dg df dinf d=f

dr dx df dr df dx
120-2? =20 (2> +1)  2* 20 -2
f xt S22 41 2t x(a241)

Como consecuencia inmediata de este teorema, resultan las reglas usuales
de derivacion:
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7o) s =5 —2) = 10) = s ()]

fx)=u"(z) = f'(z) = nu"~! () ' ()
f(z)=Inu(z) = f'(z) = 4

f (z) = a™®, siendo a constante:

Inf(z) =u(z) lna = ’;((;f)) = (z)Ina = f'(z) = a"@ .

Ina-u (x)

f(x) =sinu(x) = f'(x) =cosu(x)-u ().

4.6 Derivada de la funcion inversa

Recordemos que, tal como se definié en el tema relativo a funciones y con-
tinuidad, dada una funcién f : A C R — R con f(A4) := B C R, diremos
que f admite una inversa 7! : B — A, si fo [l (y) =y, Vy € B es
decir fof =1, yflof(z)=aNVre A ofltof=1y donde 1,y
1p, representan las funciones identidad de A y B respectivamente, es decir
la(z)=aNre A ylg(y) =yVy € B.

El siguiente teorema da una regla de derivacién de la funcién inversa de una
dada:

Teorema 4.6.1 Dada una funcion mondtona f : [a,b] — [c,d] = f([a,]),
verificando:

i. Es derivable en |a,b]

1. Admite inversa g

Entonces g es derivable en [c,d|, siendo: ¢ (y) = ﬁ = m Yy =

f(x) € [e.d].
Debe tenerse cuidado con las variables que utilizan f y g:
Ejemplo 4.6.1 Calcular la derivada de y = arcsinx

Sea g (r) = arcsinz, es la inversa de f (y) = siny, asi aplicando el resul-
tado anterior sera:
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/ _ 1 1
9 (@) =75 cosy
Pero la derivada ¢’ (), debe darse en funcién de x, asi que:
g/ (l‘) _ 1 _ 1 — 1
cosy \/1—sin2y V1—a2
En casos como el precedente, puede utilizarse otro método: Dada
y = arccos x, tenemos: cosy = x, derivando, de acuerdo con la regla de la

cadena: —siny -1y = 1, por tanto:
R R

y = siny V/1—cos?y T V1-a?

o bien: ¢ (z) =

De todo lo anterior podemos deducir una tabla de derivadas:

| funcién f (z) | funcién derivada f’ () |
u™ (z) nu"! (z)u ()
Inu(z) 75((;))
a*®) a"@ Ina - ()
sinu () cosu (x) - u (x)
cosu (x) —sinu (x) - v (x)
tanu (x) 1+ tan?u (z)] - u ( ) =sec?u (x) - u ()
cot u () —[1 + cot?u (2)] v’ (z ) = —csc?u (z) - ()
secu () secu (x) - tanw () - v (2)
cscu () cscu (x) - cotu (z) - u' (z)
arcsinu (x) \/%
arccos u () %
arctan u () %

4.7 'Teoremas de valor medio. Aplicaciones

4.7.1 Teoremas de valor medio

Definicién 4.7.1 Dada una funcién f : X C R — R diremos que zy € X es
un punto critico (a veces estacionario) si la funcién f es derivable en zq y

[ (xo) = 0.

Teorema 4.7.1 Dada una funcion f : [a,b] C R — R, verificando:

i. f continua en [a, b

ii. [ derivable en (a,b)

En estas condiciones si f tiene un extremo (mdximo o minimo), local en
xo € (a,b) entonces xy es un punto critico de f, es decir f'(zo) = 0.
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Advertencia 4.7.1 El reciproco del anterior no es cierto, como podemos
. 5 . 4

ver con la funcién: f (z) := & —42® 4+ 12z, su derivada f’ (z) = L — 8z + 12

se anula para z = 2 donde f no tiene extremo

607
407

207

-207

-407

-60~

Teorema 4.7.2 (De Rolle):
Dada una funcion f:[a,b] CR — R, tal que
i. f continua en |a, b
it. [ derivable en (a,b)
iii. [ (a) = f(b)

En estas condiciones existe al menos un ¢ € (a, b), tal que f'(c) =0.

Gréficamente este teorema asegura, de acuerdo con la interpretacién ge-
ométrica de la derivada, que la curva representativa de la funcion dada, tiene
al menos un punto en el que la tangente es paralela a OX :

Teorema 4.7.3 (Del valor medio, o de los incrementos finitos de La-
grange):

Dada una funcion f:[a,b] CR — R, tal que

i. f continua en [a,b]

it. [ derivable en (a,b)
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En estas condiciones existe un c € (a,b), tal que

f(0)=f(@)

fie) =2

Asi en las hipdtesis del teorema, podemos escribir:
f®) — f(a) = f'(c)(b—a), o bien poniendo a = x, b = x + h, ¢ =
x+6h con b € (0,1):x

fx+h)—f(z)=hf (x+60h)oAf =Ax- f' (x4 0Ax)

Que es la formula de los incrementos finitos de Lagrange.

Esta propiedad tiene una interpretacién gréfica: existe un ¢ € (a, b), tal
que la tangente a la curva, representada por f (x), en el punto (¢, f (c)), es
paralela a la cuerda que une (a, f (a)), con (b, f (b))

Teorema 4.7.4 (Del valor medio generalizado de Cauchy)
Dadas dos funciones f,qg: [a,b] CR — R, tales que:
i. f,g continuas en [a,b]
ii. f,g derivables en (a,b), con ¢' () # 0 Vzx € (a,b)
En estas condiciones eziste un ¢ € (a,b), tal que

4.8 Aplicacion al estudio de limites indeter-
minados

Teorema 4.8.1 (regla de L’Hoépital-Bernoulli):
Dadas dos funciones f,q: (a,b) CR — R, tales que:
i. f,g derivables en (a,b), con ¢ (z) # 0 Vx € (a,b)
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ii. Se verifica una de las condiciones: Llimgqr f () = ?lmmﬂﬁ 9(@) =0
2.1im, o+ f (2) =lim, ..+ g (z) = 00

En tal caso serd lim,_,,+ _Z; éx) = lim,_,,+ g,ﬂ = L, siempre que exista el

lim, .+ ,(I) =L
El resu (ltado sigue siendo valido si se reemplaza lim,_,,+ por lim,_,,-

El resultado anterior permite resolver directamente las indeterminaciones
de tipo 22, o %. Otras formas de indeterminacién se estudiaron en la seccién
2.4, de entre las resolubles usando la regla de I’'Hopital-Bernoulli, tenemos:

- Caso 0-00:

lim, ., f (x) =0, lim,_,, g (z) = 00, Podemos poner:

lim, ., f (2) g (x) = lim,_,, ﬁ)

lim, ., f (2) g (x) =lim, ., ; ((m)) y estamos en la forma 3:

En los casos siguientes utilizamos la transformacién, vista ya en 2.4:

que denotando G (z) = g(l 7, resulta:

hmx—>a f (x)g(x) _ limm_m elnf(z)g(z) _ llmm (x) In f(z) — 11mzﬂa g(z)In f(z)
- Caso 0° :
lim, ., f(z) = 0, lim,_,¢(z) = 0, la transformacién mencionada la

transforma en %>, dado que:

limxﬁa f (x)g(:r) = elimx—m g(x)In f(z) _ 60.(_00)

Con lo que estamos en el caso anterior

- Caso o :

lim, ., f (x) = 00, lim,_, g (x) = 0, esta forma queda:

hmxﬂa f (x)g(:r) — elime—a g(x)In f(z) _ e0-00

- Caso 1 :

lim, ., f (z) = 1, lim,_, g () = 00, esta forma puede resolverse como la
anterior:

lim,_, f (2)7®) = elime—ag(@) Inf(z) = goo0
O bien tal como se indic6 en 2.4, con la transformacioén lim,_., f (z)? (@)
lim,_, e9()f@)-1
Ejemplo 4.8.1 Calcular lim, 5 (2% — 4)In (z — 2)
Es del caso 0 - oo:
i 2 : In(z—2) . T . (x _4)
1lmx~>2 (x — 4) In (x — 2) = ].lm:rﬂ2 —I = 1lmz4,2 — = = hnga m

z2—4 (12,4)2
Aplicando la regla de L’Hopital:
. :1:274) 2(:1: 74)2:1: . 0
hmx_g m hmx_,g m hmx_,g 1= 0
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Ejemplo 4.8.2 Calcular lim, . [In (z — 2)](’72_4)

Es del caso ooV
In[ln(z—2)]
1

limy s [In (2 — 2)](** ™) = lim,_, e(*=)WlnE=2) _ iy o 7

Aplicando la regla de L’Hopital:
1

n[in(z—2)] = [E=PeE)
nin(r— 3 n(x— . Tr— n(xr—
2EEE — limy, e 2622 = lim,_,, 2202

z2_4 , (ac2—4)2 (rcz _4)2
(1'2—4) T ($—2)2($+2)2 (.73—2)(37+2)2 -
= llmzHQ —23(z—2) In(z—2) o in(a—2) In(z—2) 0

= 0. Es importante recordar, que el limite

liqug

hmeQ —2z(z—2) In(z—2) - hmeQ
. In[ln(z—2

Por tanto lim, ., 2ln@=2)
gy

‘ In[ln(z—2)]

x2—4) . S . .

= lim, ,e =2-4 | asi que:

pedido no es este, sino lim, 5 [In (z — 2)]<

lim, 5 [In (z — 2)](302_4) =l =1

. . In(z—2

Ejemplo 4.8.3 Calcular lim,_, (22 — 3)™“?
Es del caso 1°°: o2,
. oy(22—3— ) 2 N ) ——
hmwﬁg e[ln(x 2)](;c 3 1) _ hmwﬁg e(a: 4) In(z—2) _ hmwﬂge P
Aplicando la regla de L’Hopital:

1
—x—2 2

. In(z—2) . = . w24 _ (2=2)%(2+2)2
lim, ,se -4 =lim, ,pe **%° =lim, ,,e 22 =lim, s 222 =
) (z=2)(z+2)? 0
lim, e -2  =¢’ =1.

4.9 Determinacion de extremos locales

Vimos que si una funcién derivable en un punto z, tiene un extremo en x, su
derivada en tal punto z es nula, es decir  es un punto critico.

Una funcién puede tener extremo en un punto xg, y no ser derivable en
él, por ejemplo y = |z| en el punto = = 0.

4.9.1 Ciriterio de la primera derivada

Teorema 4.9.1 Dada una funcion f : [xo — h,xo + h] C R — R, continua
en [xo — h,xo + h| y derivable en (zo — h,xo) U (zo, z0 + h).

En tal caso:

i. Six<zo=f(r)>0yx>x= f(x) <O0: f tiene mdximo local
en xg.

it. Stz <zo=f'(x) <0yx>x9= f (x)>0:f tiene minimo local en
Zg.-
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Definicién 4.9.1 Diremos que una funcién f : I C R — R, es de clase C*
en I, lo que se denota f € C*(I), si la funcién y sus derivadas de orden
menor o igual que k, son continuas en [.

4.9.2 Ciriterio de la segunda derivada

Teorema 4.9.2 Dada una funcion f: [xg — h,zo + h] C R — R, tal que:
1. f S Cz<[l’0 - h,l’o +h])
ii. f'(xzg) =0
En estas condiciones:
1. f"(x¢) > 0= f tiene minimo local en xy.
2. f"(x9) < 0= f tiene mdzimo local en x.

4.9.3 Caso de la segunda derivada nula

Considerando una funcién f de clase C", caso de tener extremo en un punto
xg, deberd ser f’(xy) = 0, supongamos ademds que f” (z9) = 0, o mds
generalmente que f®* (x9) =0, 2 < k < n, con lo que el criterio precedente
no decide sobre la existencia de extremo. El siguiente teorema da un criterio
basado en el orden de la primera derivada no nula en xg:

Teorema 4.9.3 Dada una funcion f: D C R — R, verificando:
i f es de clase C™ en un entorno [xo — h,xo + h| de un punto xq € D
i, f*(20) =0,k <n
iit. ™ (2) # 0
En estas condiciones:
1. sin es pary a. f™(20) >0 = tz:ene mz’m’mo local en x
b. f(x) <0 = tiene mdximo local en xq
a. f™(x9) >0 = [ es creciente en xg
(

2. si ) ]
St nes tmpar y { b. f n (I) <0 = f es decreciente en Zo

En realidad este criterio incluye los dos anteriores.

2

Ejemplo 4.9.1 Determianr los extremos de y = % - % + 3% )

y/:ff_;_zx2+3x, que se anula parax =0y z =3

y" = 2? —4x + 3, para = 0 vale 3, por lo que hay un minimo en (0, —5)

Pero para x = 3, se anula.

y" = 2x—4, que para x = 3, vale +2, por lo que al ser la primera derivada
no nula (para x = 3), de orden impar, y positiva, la funcién crece en x = 3.
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4.10 Asintotas

Definicién 4.10.1 Diremos que una recta es una asintota de una curva
de ecuacién y = f (x) si la distancia entre un punto de la curva, y la recta
tiende a cero, cuando la distancia entre tal punto de la curva y (0,0), tiende
a infinito.

Hay tres tipos de asintotas:
a. asintotas horizontales:
f tiene una asintota horizontal y = b si lim, 1 f (x) = b # o0
b. asintotas verticales:
f tiene una asintota vertical x = a # oo si lim,_,, f () = c©
c. asintotas oblicuas:

f tiene una asintota oblicua y = mx + n si la distancia entre esta
recta y (z, f (z)) tiende a cero al tender x a £o0

Teorema 4.10.1 (Determinacion de las asintotas oblicuas):

Siy:=mx+n (0#m#o0o,n# 00) es una asintota oblicua de la curva
representada por f () entonces:

m = lim M, n= lim f(z)—mx

r—00 €T T—00
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Advertencia 4.10.1 Suele decirse, que una curva que admite asintota ho-
rizontal no admite asintota oblicua, esto es cierto con matices: si hay asintota
horizontal con x — +00 no hay asintota oblicua con x — 400, pero puede
haberla con z — —o0, lo mismo puede decirse si hay asintota horizontal con
x — —oo. Ver por ejemplo el ejercicio resuelto n°10.

4.11 Concavidad

Definicién 4.11.1 Diremos que una curva es céncava hacia arriba “U”,
(o convexa hacia abajo), entorno de un punto zg si, entorno de xy la curva
estd situada por encima de la tangente a la curva en xy De manera andloga
se define la concavidad hacia abajo“ N”. Cuando, por el contrario, en un
semientorno de x( la curva estd por encima, y en otro por debajo de la
tangente, diremos que en xy hay un punto de inflexién.

Ejemplo 4.11.1 En la figura adjunta, la curva tiene una concavidad de tipo
U en xg:



14 TEMA 4

Teorema 4.11.1 Dada la ecuacion y = f (x), de una curva. Si entorno de
un punto xy la funcion f es de clase C?, y:
i. f"(x) >0 en tal entorno la curva es concava hacia las YY positivas.
ii. " (x) <0 en tal entorno la curva es concava hacia las Y'Y negativas.
iti. f" (x) cambia de signo al pasar de valores menores que o a valores
mayores que Ty, en xo la curva tiene un punto de inflexion.

4.11.1 Caso de la segunda derivada nula

Teorema 4.11.2 Dada la ecuacion de una curva y = f(x). Si entorno de
un punto o, se verifica que f es de clase C™ en tal entorno, con f” (z9) =
f" (o) = .. = fO (o) = 0, 1 (o) #0:

1. caso de ser m par:
. si f(x) > 0 la curva es céncava hacia las Y'Y positivas entorno de

~

ZIg-.
2. si f"(z) < 0 la curva es concava hacia las YY negativas entorno de
Zo-
1. caso de ser n impar, la curva tiene un punto de inflexion en xqy siendo:
1. creciente si f (x0) > 0
2. decreciente si f" (x4) < 0.

Ejemplo 4.11.2 En el ejemplo anterior (4.9.1), la funcién y = ”1”—; — % +

322
5 — 9O

y = "”—33—2x2—|—3x,

y' =2 —4x +3 = (x — 1) (z — 3), es negativa en (1, 3), por lo que es
coéncava hacia abajo “N”, y céncava hacia arriba “U” en (—oo, 1)U (3, 00), 3/’
secanular =1y x=3.

y" = 2x—4, que para x = 3, vale +2, por lo que al ser la primera derivada
no nula (para z = 3), de orden impar, y positiva, la funcién crece en z = 3,
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a la inversa en x = 1, es negativa por lo que decrece, habiendo punto de
inflexién en ambos casos, como se aprecia en la figura.

\ .




