ALGEBRA LINEAL I Algunas soluciones a la Practica 6
Aplicaciones lineales (Curso 2024-2025)

1.— De las siguientes aplicaciones definidas entre espacios vectoriales reales, determinar cudles son

homomorfismos, monomorfismos, epimorfismos o isomorfismos. Obtener también, con respecto a
bases que se definirdn, la expresion matricial, base y ecuaciones del nicleo y la imagen de todos los
homomorfismos.

fTR—=R, f(z)=3zx+2
NO ES HOMOMORFISMO porque no lleva el neutro en el neutro, es decir, f(0) =2 # 0.

9:R* =R’ g(z,y) = (v, y, z+Y)

SI ES HOMOMORFISMO. Vedmoslo. Sean \, i € R y (z,y), (2/,y') € R?. Hay que verificar que
9z, y) + u(',y") = Ag(w, y) + ng(z’,y'):

Az + pa’, Ny + py') = Ao+ pa’, Ny + py's Ao + pa’ + Ny + py')

g\ z,y) + (2’ y) =g
=Nz, y,z+y) + pu@,y, 2" +y) = Ag(z,y) + pg(2’, )

En las bases canénicas {(1,0), (0,1)} en R? y {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} en IR?, la expresién matricial

€S:
1o\
glx,y)=(0 1 (y)
11

El niicleo son los vectores que van al cero. Es decir los (z,) tales que 0 = g(z,y) = (z,y,z +y). Por
tanto el ntcleo es el espacio {0} y la aplicacién ES un MONOMORFISMO.

La imagen son los vectores (z,y,z) € R? que verfican z =  +y. NO es un EPIMORFISMO, porque
la dimensién de la imagen es 2 (menor que la dimensién 3 del espacio final).

NO es ISOMORFISMO, por no ser epimorfismo.

h:R? - R? h(z,y) = (zy,  — 2y)

NO es HOMORFISMO. No verifica que h((z,y) + (2/,3")) = h(z,y) + h(z’,y’). Por ejemplo:
h((1,1) + (=1,-1)) = h(0,0) = (0,0)

y sin embargo
h(1,1) + h(-1,-1) = (1,-1) + (1,1) = (2,0) # (0,0)

u:Ps(R) = Po(R), u(p(x)) = p'(x)
SI es HOMOMORFISMO. Sean p(z),q(x) € Ps(IR) y A, € IR. Por las propiedades de la derivacién
se tiene:

u(Ap(z) + pg(x)) = (Ap(x) + pg(x)) = X' (x) + pg' () = Mu(p(z)) + pu(q(z))

Consideramos en P3(IR) la base canénica {1,z,2%, 23} y en Po(IR) la base canénica {1,z,2%}. Si

p(r) = ap + a1x + azx?® + a3z, su derivada es p'(z) = a3 + 2a2x + 3azz?. Por tanto en las bases



candnicas el homomorfismo se expresa matricialmente como:

u(p(z)) =

S O OO
S o N O

1 0
0 0 ay
0 3
0 0

El nicleo son aquellos polinomios con derivada cero, es decir, las constantes p(z) = ag. Por tanto sus
ecuaciones son:
a1 — a2 — asg = 0

NO es un MONOMORFISMO porque hay polinomios no nulos con derivada nula, es decir, el nicleo es
distinto de {0}.

La imagen es todo el espacio P2(IR), porque todo polinomio de grado menor o igual que 2 es
derivada de uno de grado menor o igual que 3. Dado ¢(z) = by + bix + box? basta tomar
p(x) = box + (b1/2)2? + (b*/3)23, y u(p(z)) = q(x). Por tanto la apliacién ES un EPIMORFISMO.

Finalmente NO es un ISOMORFISMO, porque no es un monomorfismo.

a b c

d e | a—b d e+ f

) a+b a-—> c
c e+f e—f

U2M2X3—>83, ’U(

(Notaciones: M, xn es el espacio vectorial de las matrices m x n con elementos reales; Pn(IR), el
espacio de los polinomios con coeficientes reales y grado menor o igual que n; Sy, el espacio de las
matrices simétricas n x n con elementos reales).

Veamos que es un homomorfismo. Sean A, A’ € May3 con:

a=(5 0 ) a= (5 05 e
v A, 1 € IR tenemos que comprobar que
v(AA + puB) = Av(A) + \v(B)
Pero:
o) = (5 05 (0 )
=i 3 ) (e k)

= o Aa+pa’ No+pb e+ pd )
a M+ ud e+ pe Af+uf

Aa+ pa’ —Ab—pb Aa+ pa’ — Xo— pb’ Ac + pud
= | da+pa’ — Xo— pb’ Ad + pd Ae+pe' + Nf + uf’
e + pc Ae+upe' + Af+pf' de+pe’ —Nf—puf’
a+b a-b c a+bv d-v c
=A|la-0 d e+f|+pl|la -V d e+ f
c e+f e—f d e+ f e —f

= M(A) + pv(B)
Consideramos las bases candénicas B y B’ en Msy3 y S3 respectivamente:

B:100 01 0 0 01 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0o 0o/)\0 0 0/7\0 0O0/’\1 00/)'\0 1 0/)\0 01

:{61,...766}



1 00 0 10 0 01 0 0 0 0 0 0 0 0 0

B = 0o o0o0),{1r0O0}.{0 0O}, {01 0}).{0 O 1]).10 0 O

0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 010 0 0 1
={Es,...,Es}

Veamos cual es la matriz de la aplciacion con respecto a estas bases. Para ello calculamos las imégenes
de cada e; y las escribimos en la base B’:

v(e1) = By + Eo;
v(es) = By — Ea;
v(es) = Es;
v(eq) = Ey;
v(es) = E5 + Eg;
v(es) = E5 — Eg;

O OO = OO
oo, O OO
= =0 O O

1

Recordemos que esto significa que si denotamos a las coordenadas en la base B por (z!,...,2%) y las

coordenadas de su imagen en la base B’ por (y',...,y%), estas se calculan como:

e e
W N
o

=W N =

[ I
o wm

SO OO ==
SO OO ==
[N ool ool
SO, OO O
Ll e R e R e R an)
= =0 O O

8 8 8 8 8 8

El ntcleo de la aplicacién corresponde a aquellos vectores cuya imagen es cero, es decir, a la solucién
del sistema:

x
x
x
x
x

o vt W N
Il
QI

T

Dado que la matriz asociada al sistema es precisamente la matriz A de la aplicacién v y esta es no
singular, el sistema es determinado con tnica solucién la trivial. Por tanto el nicleo del homomorfismo
es el subespacio {0} y ES un MONOMORFISMO.

Ademas utilizando las férmulas de la dimensién vemos que
dim(Imv) = dim(Maxs) — dim(Kerv) = 6.
Pero 83 también tiene dimensién 6. Deducimos que la aplicaciéon ES un EPIMORFISMO.

Finalmente por ser monomorfismo y epimorfismo, ES un ISOMORFISMO de espacios vectoriales.

Nota: Como el nicleo es {0} no tiene sentido dar sus ecuaciones. En todo caso sus ecuaciones

cartesianas serfan obviamente 2! = 22 = 2% = 2* = 2% = 26 = 0. Asf{ mismo como la imagen es

todo el espacio Sz, una base de ella es cualquier base de S3; por ejemplo, la base B'.)



2.— Sea la aplicacidn lineal:

(1)

(i)

(iii)

R =R flr,y.2)=@—yz+y+z)

Hallar la matriz asociada a f respecto de las bases candnicas de R® y IR?.

Trasladando coeficientes la matriz asociada en las bases candnica es:

1 -1 0
FC/C_(l 1 1)

donde C = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y C' = {(1,0), (0,1)}.

Probar que B = {(1,1,0),(1,0,0),(1,0,1)} y B' = {(1,—1),(1,0)} son bases respectivamente de IR* y
R®.

Para que los vectores formen base basta que el niimero de vectores coincida con la dimensién del espacio
y que el rango de la matriz de coordenadas sea el maximo posible.

En el primer caso tenemos 3 = dim(IR3) vectores y el rango es:

1 1 0 1 0 0
rango{ 1 0 0| =rango| 1 1 0] =3.
1 01 1 01

1 -1 _9
rango | 0) =2

Hallar las ecuaciones implicitas y paramétricas de ker(f) respecto de la base B.

y en el segundo 2 = dim(IR?) y:

Para hallar el nicleo directamente en la base B utilizaremos la matriz asociada que calcularemos en el
apartado siguiente, que utiliza la base B en el espacio de partida. Entonces:

ker(f) - {(x/vy/a Z/)B‘FB’B(x/ayla Z/)t = (Oa O7O)t}

Planteamos:
/
. z\ 8 —2'—y =2 =0 22y 432 =0
R e B 2 + 2y +32 =0 Y +2 =0

donde estas dos utlimas ecuaciones son independientes por no ser una multiplo de la otra y corresponden
a las implicitas pedidas.

Para las paramétricas resolvemos el sistema en funcién de dim(IR*) — n de ecuaciones = 3 —2 = 1
parametros. De la segunda ecuacién:

y reemplazando en la primera:

Las paramétricas quedan:
=), y =2\, 2= =2\

Hallar la matriz asociada a f respecto de las bases B y B’.

Aplicamos la féormula de cambio de base:

_ O =
Il
7 N
|
N DO
|
[N
|
W N
N~

-1
_ 11 1 -1 0
Fpp=MpcFop=Mg'y Fop= (_1 0) (1 )

O~
OO =



5.— Dada la aplicacion:

[ Maya(IR)—Max2(IR), f(A)=A— A

(i) Probar que f es lineal.

Tenemos que comprobar que dadas A, B € May3(IR) v p,q € R se cumple:
f(pA+qB) =pf(A)+qf(B).
Pero:

f(pA+¢B) = (pA+qB) — (pA+qB)" =pA+qB — pA' — qB' = p(A— A") + q(B— B") = pf(A) + ¢f (B).

(ii) Hallar la matriz asociada a f respecto de la base candnica.

La base candnica de May2(IR) es:

{0 L D06 )

Para hallar la matriz asociada calculamos la imagen de los vectores de C'y la expresamos en esa base.
Las coordenadas obtenidas forman las columnas de la matriz.

(0= (0 (3 0= (5 ) =m0

SO = O

f

(5 0)=(00)-(5 ) = () 5)=0r-r0e
(8 9)-( - )¢ 2)-a-tm
(-0 ()~

8) = (0707070)0

La matriz asociada queda:

0 0 00
0 1 -1 0
Fe=19 1 1 ¢
0 0 00

(iii) Hallar la matriz asociada a f respecto de la base:
B_ 10 0 1 11 00
N 0 1/°\1 0/)°\0 0/)7\0 1

Aplicamos la férmula de cambio de base:

Fp = MpcFcMep = Mgy FeMep

donde
1 010
01 10
Mes=1¢ 1 0 0
1 0 0 1
Operando resulta:
00 -2 0
00 -1 0
FB=10 0 2 0
0 0 2 0



(iv) Hallar las ecuaciones paramétricas de ker(f) e implicitas de Im(f) respecto de la base B.
Los vectores del niicleo son aquellos cuyas coordenadas (2,3, 2’,t') 5 en la base B cumplen:

,]j/

z

0
!
sl Y | = 8 = 2 =0.
% 0

Las paramétricas quedan:

Las imagen de f estd generada por los vectores cuyas coordenadas en la base B son las columnas de la
matriz Fg. Excluyendo los vectores nulos queda:

Im(f) = E{(_2v _17 27 2)3}
Las paramétricas de la imagen son por tanto:
=2\, ¥y ==X =2\ t =2\
Para hallar las implicitas, despejamos el pardmetro en la segunda ecuacién y sustituimos en el resto.
Queda:
=2y =0, Z+2y=0t+2)=0.

(v) Dar un conjunto de matrices que sea una base de ker(f).

En la base canénica el nicleo estd formado por los vectores (z,y, 2z,t)c cumpliendo:

x
Fo = :Z = = y—2=0.
t

OO OO

Las paramétricas quedan:
T=\ y=p, z=p, t=0.

Deducimos que:
rer(f) = £4(1,0,0.0, 0.1 10,0000 = { (3 0). (Y ) (3 1)}

8.— Dada la aplicacion:

f: Maxa(R) = R?, f(A) = (traza(A), traza(A + AY))

(i) Probar que f es lineal.

Dadas A, B € Msys(IR) y s,t € IR tenemos que comprobar que f(sA +tB) = sf(A) + tf(B). Por
simplificar notamos que

traza(A + A') = traza(A) + traza(A') = traza(A) + traza(A) = 2traza(A)
y por tanto en realidad f(A) = (tr(4),2tr(A)). Pero:

f(sA+1tB) = (tr(sA+tB),2tr(sA+tB)) = (s - tr(A) +t - tr(B),2s - tr(A) + 2t - tr(B))
sf(A) +tf(B) = s(tr(A),2tr(A)) + t(tr(B),2tr(B)) = (s - tr(A) + ¢t - tr(B),2s - tr(A) + 2t - tr(B))



(i)

(iii)

(v)

Hallar la matriz asociada a f respecto de las bases candnicas de Mayo(IR) y R2.

La base candnica de Maya(IR) es:

o= {si=(3 8)m= (3 3)m= (2 3)om= (5 9}

y la de R?, Cy = {(1,0), (0,1)}.

Queremos calcular Fo,co. Para ello tomamos los vectores de C, hallamos sus imagenes y los expresamos
en la base de llegada. Las coordenadas obtenidas puestas en columna forman la matriz pedida:

f(Ey) = (traza(Ey), 2traza(Ey)) = (1,2) = (1,2)¢
f(E3) = (traza(E2), 2traza(E2)) = (0,0) = (0,0)¢
f(E3) = (traza(Es3), 2traza(E3)) = (0,0) = (0,0)¢
f(Ey) = (traza(Ey), 2traza(Ey)) = (1,2) = (1,2)¢

Obtenemos:

Usando la matriz asociada calculada en el apartado anterior, hallar f(Id).

Tenemos que:

10
Id = (0 1) = (1,0,0,1)¢

f(Id) = (274)0 = (2a4)

Entonces:

flld) = Fe,c

_ o o =

Es decir:

Calcular las ecuaciones paramétricas e implicitas de ker(f) respecto de la base candnica de Maya(IR).

El nicleo esta formada por los vectores cuya imagen es nula. Equivalentemente por las matrices de
coordenadas (z,y, z,t)c que cumplen:
x
Y 0
F = .
(7))
t

r+t=0, 2x+2t=0 < zxz+t=0.

Equivalentemente:

Esa es la ecuacién implicita del niicleo. Para las paramétrias resolvemos en funcién de dim(Max2(IR))—
1 =4 —1 = 3 parametros. Queda:

=, leﬁa =7, t=—a.

Demostrar que los siguientes vectores forman una base de Maoya,

s {(1 )8 ()00



Dado que B tiene tantos vectores como dim(Mayx2(IR)) = 4, para ver que es base es suficiente comprobar
que sus vectores son independientes; equivalentemente que la matriz que forman sus coordenadas tiene
rango 4:

—_ ===
= -0 O
e e i
O = O =

I

<
OO O
SO ==
O = O =
= =0 O

1
0
0

<
Q

—_ O R

O = N

Hallar la matriz asociada a f respecto de las bases B de Mays y B' = {(0,1),(1,1)} de IR%.

Aplicamos la férmula de cambio de base:

—1
Fpp=Mpc,Fo,cMcp = Mg, g Fo,cMep

donde
1 10 1
1 210
Mep=11 1 1 1
00 1 1
y

-1
(0 1\ _ (-1 1
wete=(5 1) = (71 o)
111 2
FB’B_<1 11 2)'

Calcular la matriz asociada en la base candnica de un endomorfismo f de R* que verifique: fo f =0,
dim(Im(f)) = 2, (1,0,0,2) € Im(f), (0,1,1,0) € ker(f).

Como f o f =0 entonces Im(f) C Ker(f) ya que si @ € Im(f) entonces @ = f(v) y:

Operando queda:

J@) = f(f@) = (Fo @) =0 = i¢cke(f).
Ademsés por la férmula de las dimensiones dim(Im(f)) + dim(ker(f)) = 4. Como dim(Im(f)) = 2
entonces dim(ker(f)) =4 — 2 = 2; como ademds im(f) C ker(f) deducimos que im(f) = ker(f).
Entonces:
-(1,0,0,2) € Im(f) = ker(f) = f(1,0,0,2) =(0,0,0,0).
-(0,1,1,0) € ker(f) = f(0,1,1,0) = (0,0,0,0)

Por otro lado dado que ntcelo e imagen coinciden, (1,0,0,2),(0,1,1,0) € Im(f). Escogemos un par de
vectores que completen los dos primeros a una base y los llevaremos precisamente a esos generadores
de la base. Es decir tomamos:

B ={(1,0,0,2),(0,1,1,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}

y definimos:

f(1,0,0,2) =(0,0,0,0), f(0,1,1,0) = (0,0,0,0), £(0,0,1,0)=(1,0,0,2), f(0,0,0,1)=(0,1,1,0).

Por tanto:
00 1 0
0 0 0 1
Fep=1¢9 0 0 1
00 2 0

y finalmente:
Foo = FepMpe = FopMgp



12.—

donde

1 0 0 O

01 0 0

Mos=14 1 1 0

2 0 0 1

Operando queda:

0 -1 1 0
-2 0 0 1
Fes=1_9 o 0 1
0 -2 2 0

En el espacio de polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que 2 se consideran los
subespacios:

U={px) € P(R)[p(1) =0},  V ={p(z) € P(R)|p(z) = 0}

Probar que U y V' son suplementarios.
Para ver que son suplementarios basta verificar que dim(U)+dim(V) = dim(Ps2) = 3y dim(UNV) = 0.

Para hacer esto primero expresamos los subespacios mediante ecuaciones en la base candnica C' =
{1,2,2%}.

Observamos que si p(z) = ag + a1x + azx? entonces:
p(1) =0 < ap+a; +ax=0.

Por tanto:

U = {(ag,a1,a2)c € Palag + ara; =0} = L{(1,0,-1)¢, (0,1, -1)¢}
Asi dim(U)=3-1=2.
Por otra parte las tinicas funciones de derivada nula son las constantes. Por tanto:

V =L{1} = L{(1,0,0)c} = {(a0, a1, a2)c € P2|ay = az = 0}.

Asi dim(V) =3 — 2 =1y entonces dim(U) + dim(V) = 3.
Finalmente U NV tiene por ecuaciones implicitas las de uno y otro subespacio unidas:

ag+ay+azx=0, a; =0, a2=0.

Como las tres son independientes dim(U NV) =3 -3 =0.

Calcular la matriz asociada respecto de la base candnica de la aplicacion proyeccion sobre U
paralelamente a V.

Tomamos una base formada por los generadores de uno y otro subespacio:

B= {(lﬂ 070)07 (]—a 0; _1)07 (Oa ]-» _1)0}
~———
|4 U

En tal base la matriz de la proyeccién sobre U paralelamente a V' es:

0 00
Pe=|0 1 0
0 0 1



(iii)

13.—

Finalmente hacemos el cambio de base a la candnica:

Pc = McpPpMpe = McpPpMg

donde
1 1
Meg=1|0 0 1
0 -1 -1
Operando queda:
0 -1 -1
Po=10 1 0
0 0 1

Hallar un polinomio p(x) sabiendo que su proyeccion sobre U paralelamente a V es (x — 1) y que
p(0) = 0.
Tenemos que:
p(a) = (z —1)* +q()
Y

Como ¢(x) € V sabemos que ¢(x) = k; usando que p(0) = 0:
0=p0)=(0-1)°+q(0)=1+k

De donde k = -1 y:
plz)=(r—1)2—-1=2>— 2z

En IR? se sabe que la aplicacion proyeccion sobre un subespacio U paralelamente a otro V. es:

p:R* >R pla,y,z) = (—y+2y,2)

Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de U y V respecto de la base candnica.

En una aplicacién proyeccién sabemos que el nicleo es el subespacio paralelamente al cudl se proyecta
y la imagen el subespacio sobre el cudl se proyecta.

Entonces U = I'm(f). La imagen estd generada por las columnas de la matriz asociada:

0
Pc=10
0

O = =

1
0
1
Luego:

U= L{(flv 170)a (1707 1)}

Escalonamos la matriz de coordenadas para ver que son independientes:
-1 1 0 HL(;) -1 1 0 Hl(_—> n(1 -1 0
1 0 1 0 1 1 0 1 1

U =L£{(1,-1,0),(0,1,1)}

Queda:

Las paramétricas de U son:



14.—

(i)

(iii)

Y eliminando parametros la implicita queda:

z+y—z=0.

Por otra parte:
V = ker(f) = {(z,y,2) € R*|Po(z,y,2)' = (0,0,0)} =
={(z,9,2) ER®}| —y+2=0,y=0, 2=0} = {(z,y,2) € R}y =0, 2 = 0}.
Las implicitas de V son (claramente independientes)
y =0, z=0.

y de ahi las paramétricas:

Hallar la proyeccion del vector @ = (2,3,1) sobre V' paralelamente a U.
Recordemos que dado un vector @ € IR® se descompone como:
w=u+vconueclU, veV,
siendo u la proyeccién de w sobre U paralelamente a V' y ¥/ la proyeccién sobre V' paralelamente a U.

Usando la matriz dada en el apartado anterior podemos hallar la proyeccién de & = (2,3, 1) sobre U
paralelamente a V:

Por tanto:
vt=w—-u4=1(2,3,1)—(-2,3,1) = (4,0,0).

Razona la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

En un espacio vectorial de dimension 10, un conjunto de 11 vectores siempre es un sistema generador.

Todos ellos son multiplos de ¥; y por tanto generan un subespacio de dimensién 1. No generan todo
R'".

Una aplicacion lineal lleva vectores linealmente dependientes en vectores linealmente dependientes.

VERDADERO. Sea f : V—W diagonal y {@1,ds,...,U,} un sistema de vectores dependientes de
manera que el primero es combinacion lineal de los demaés:

U1 = agts + ...+ apty,
Aplicando f y usando que es lineal:
f(ur) = flagtia + ... + antly) = azf(U2) + ... + an f(dy)

y por tanto los vectores {f(u1), f(uz2),..., f(i,)} son linealmente dependientes porque un vector es
combinacién lineal de los demés.

Una aplicacion lineal f : R® — IR* puede ser inyectiva.
FALSO. Por la férmula de las dimensiones:
dim(ker(f)) = dim(IR%) — dim(Im(f)) = 5 — dim(Im(f)) > 5 — dim(IR*) = 1.
Si el nucleo no es cero, entonces no es inyectiva.
Una aplicacién lineal f : IR® — R* siempre es sobreyectiva.

FALSO. Basta tomar como ejemplo la aplicacién nula: f(z,y, z,t,r) = (0,0,0,0) que es lineal y su
imagen es {(0,0,0,0)} # IR* por lo que NO es sobreyectiva.



15.— De una aplicacién lineal f : R*—1R? se sabe que f(1,2) = (1,1) y (0,1) € ker(f). Calcular f(6,5).
Como (0,1) € ker(f), f(0,1) = (0,0). Ademads por la linealidad:

f(l,O) = f((172) - (072)) = f((172) -2 (07 1)) = f(1=2) - 2f(07 1) = (171)'

Finalmente:
f(6,5) = f(6(1,0) +5(0,1)) =6f(1,0) +5f(0,1) = (6,6).

16.— Sea la aplicacion lineal f : R* — IR?, f(z,y) = (x + y,x +y). sPuede ser f la aplicacidn proyeccion
sobre un subespacio paralelamente a otro?. Razona la respuesta.

Una proyeccién tiene como autovalores tinicamente al 1 o al 0, porque los vectores del espacio sobre el
cudl proyectamos quedan fijos y los del espacio paralelamente al cudl proyectamos van al cero.

La matriz asociada en la base candnica de este endomorfismo es:

11
F =
Calculamos sus autovalores como raices del polinomio caracteristico:

1-A 1

Fc—/\1d|:’ o

‘:/\2—2>\:/\(x\—2).

Vemos que A = 2 es autovalor y por tanto NO puede ser una proyeccién.



ALGEBRA LINEAL I Solucion a los problemas adicionales
Aplicaciones lineales (Curso 2024-2025)

I.— Sea f una aplicacion lineal del espacio vectorial real Sy de las matrices simétricas de dimension 2, en

el espacio vectorial real Mayo de las matrices cuadradas de dimension 2, siendo:

G -G G-

Matriz de f, indicando las bases en las que estd definida.

La forma maés rapida de escribir la matriz de f es utilizar los vectores sobre los cuales esté definida:

s {(1 1) ()G

Estos forman una base por que sus coordenadas en la base candnica de Ss son (1,1,1),(1,1,0), (1,0,0)
y estos tres vectores son independientes. Por tanto si consideramos la base B en S; y la base canénica
C7 en Msyo, la matriz de f respecto a estas bases es:

2 -1 0
0 1 2
Fop=11 5 _3
1 1 3

Si quisiéramos la matriz en funcién de las bases candénicas en ambos espacios, bastaria multiplicar por
la inversa de la matriz que transforma coordenadas en bases B a coordenadas en la base candnica de
S5. Es decir, quedaria:

2 -1 0 1 0 -1
11 1
_ 0 1 2 2 —1 -1
Fe,o=FopMep=1{, o, 5||1 10 = 5
11 3/ \L 00 3 -2 0

Ecuaciones paramétricas de la imagen de f, en la base

s {(h ) () (0 ) ()

La imagen estd generada por las matrices cuyas coordenadas en la base candnica son
(2,0,1,1),(-1,1,-2,1),(0,2,-3,3). Primero veamos si estos vectores son independientes. Los
colocamos matricialmente y calculamos el rango haciendo reduccién por filas:

20 11\, /02 -3 3
11 =2 1| Y01 2
02 -3 3 02 -3 3

Vemos que el rango es 2 y la imagen estd generada por los vectores cuyas coordenadas en la base
canénica son (—1,1,-2,1),(0,2,—3,3).

Por otra parte la matriz para pasar de coordenadas en la base que nos dan a la base candnica es:

11 00
11 00
Mom =1 o o 1 1
00 -1 1



Por tanto las coordenadas de los vectores que generan la imagen expresadas en la base que nos dan

seran: .

11 00 ~1 ~1
11 00 1] 0
00 1 1 —2 | T | =32
00 -1 1 1 ~1/2
11 00\ '/ 0 ~1
11 00 21 [ 1
00 1 1 -3~ | -3
00 -1 1 3 0

Dado que la dimension de la imagen es 2, dichos vectores forman una base de la imagen. Las ecuaciones
paramétricas en la base que nos dan seran:
1

Yy =—A—p

v =u

y® = —3\/2 —3u
y4:—)\/2

Ecuaciones cartesianas del nicleo de f, en la base By = {(3 ;) , ((1) é) , (? é) }

Las ecuaciones del nicleo en la base candnica satisfacen:

0 -1 3 ) 0
2 -1 1| (%) (o
3 1 3){% )] 1o
3 -2 0 0

Dado que la dimensiéon de la imagen es 2 y la dimensién de S es 3, el nicleo tiene dimension 1, luego esta
definido por dos ecuaciones independientes. Basta tomar en la matriz anterior dos filas independientes:

224323 =0
20t — 2?2 —23 =0
Ahora para expresarla en la base que nos dan tenemos en cuenta que si (', 22, 2'3) son coordenadas

en dicha base se tiene: )

T 2 0 2 2t
2 l=12 11 x'?
23 2 0 0 x'3
y por tanto las ecuaciones que definen al niucleo en la base dada son:

4x/1 _ x/Q _ $/3 — O
_:L.IQ + 3$/3 — O
Encontrar un subespacio de Sy y otro de Moo, ambos de dimension 2, entre los que la restriccion de
f a ellos sea biyectiva.

Basta tomar un subespacio de S; de dimensién 2 que no interseque al niicleo. Dado que las dos
primeras columnas de la matriz de f con respecto a la base By de Sy y la base candnica de Msyo son
independientes podemos tomar en Sy el espacio generado por:

)Gy

La imagen es el subespacio generado por las matrices:
2 0 -1 1
1 1)\ -2 1

(Primer parcial, enero de 2002)



I1.— Sea V un espacio vectorial real de dimension 3. Sean U y W dos subespacios suplementarios de V
de dimensiones 2 y 1 respectivamente. Llamamos f : V—V a la aplicacion proyeccion sobre U
paralelamente a W. Sea B una base de V. Probar que la matriz asociada a f respecto a la base B
cumple:

Fpp"™ = Fp para cualquier n > 1.

Meétodo I: La matriz Fgg" es la matriz asociada a la aplicacién lineal:

ff=fofo...of.
—_—

n veces

respecto a la base B.

Dado un vector v € V' cualquiera sabemos que se descompone de manera unica como:
v=u+wconuel, weW.

Y teniendo en cuenta que f es la proyeccion sobre U paralelamente a W:

f()=u
F2(0) = f(f(2)) = f(a) =@
o) =f(f@) = fa)=a

i) = f(f" 7)) = f) = a = f(0).

Vemos que f™ = f y por tanto Fgg" = Fpg.
Método II: Escogemos una base de U y otra de W:

{1, a2}, {w1}.

Por ser U y W suplementarios, todos estos vectores forman una base de V:

C= {ﬂl, U, wl}.
La matriz de f con respecto a C' es:
100
Foee=10 1 0
0 00

Por tanto i~ = Fcc.

Ahora con respecto a cualquier otra base se tiene:

Fpp = MpcFoccMpe™ = Fgp"™ = MpcFoc"Mpc™' = MpoFooMpe™ = Fap.



II1.— Sea V el espacio vectorial de los polinomios reales de grados menor o igual que 2; sean:

p(x) =1+x+2% q(x) =1+22% r(z) =z + 22

y sean
u=1(2,0,1); v=(3,1,0); w=(1,-2,3).

Considérese la aplicacion lineal f: V — R® definida por:

flp(@)) = w; flg(x)) = v; fr(z)) =w.

Hallar la matriz de f respecto de las bases candnicas de V y R3.

Llamamos By = {p(z), ¢(x),r(z)} al conjunto de polinomios dado. Veamos que es una base de V. Dado
que dim(V) = 3, basta comprobar que la matriz de sus coordenadas con respecto a la base candnica
tiene rango 3:

1 11 1 11 1 1 1
1 02|—10 -1 1|]—10 -1 1
0 11 0 11 0 0 2

Entonces la matriz de F respecto a la base By de V y la base canénica Cy de R?, serd:

q(x) — (37 13 O) = FC231 = 01 -2
r(z) — (1,-2,3) 10 3

Tenemos que cambiar de base en el primer espacio. La matriz de paso de la base B; a la canénica C
de V es:

110
Meg, =[1 0 1
1 2 1
Por tanto la matriz pedida es:
2 3 1\ /1 1 0\ "
F0201 = FCQBlMBlcl == FC?BlMallBl = 01 -2 1 0 1
1 0 3 1 2 1
Operando queda:
1 0 1
Fe,o, = 2 =3/2 -1/2
-2 2 1

Hallar una base B de V' y otra base C de IR® tales que respecto de ellas, la matriz de f sea la identidad
1ds.

Tenemos en cuenta que los vectores By = {@, %, w} forman una base de IR?, ya que dim(IR*) = 3 y la
matriz de sus coordenadas tiene rango 3 (su determinante es no nulo):

— 140

— W N
N = O
w o =

Por tanto la aplicacién f lleva la base By en la base Bs, y asi la matriz de f respecto a estas bases es
la identidad.



IV.— Sea f: IR* — Py(R) una aplicacion lineal dada por:

a)

f(a,b,c,d) = (a+b)z® + bx + (c — d)

Hallar la matriz asociada a | respecto de las bases B y B’, con:

B =1{(1,1,0,0),(1,—1,0,0), (0,0,1,1),(0,0,1,-1)}, B ={l+z+a2>1+x,1}.

Hallamos primero la matriz asociada respecto a las bases candnicas:

C =1{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}, C" ={1,z,2*}.

Se tiene:
f(1,0,0,0) = 2a?
£(0,1,0,0) = 2%2+x
£(0,0,1,0) = 1
f(0,0,0,1) = -1
Por tanto:
00 1 -1
Foc=10 1 0 0
1 1 0 0

Ahora hacemos un cambio de base:

—1
Fpp=Mpc'FcrcMcep = Mg g ForcMep

Donde:
Lo o Lo
Mcp = , Mg =110
0 0 1 1 10 0
0 01 -1
Operando queda:
2 0 0 O
Fgp=|-1 -1 0 O
-1 1 0 2

Calcular las ecuaciones implicitas y paramétricas de Ker(f) respecto de la base candnica.

El niucleo esta formado por aquellos vectores cuya imagen es nula. Equivalentemente por los vectores
cuyas coordenadas en la base canénica multiplicadas por la matriz asociada Fe/¢ son nulas:

0
<~ a+b=0, b=0, c—d=0.

o O O

Las implicitas son por tanto:
a+b=0, b=0, c—d=0.
Las paramétricas las obtenemos poniendo todas las variables en funcién de 4 — 3 = 1 de ellas:

a=0, b=0, c=d,

y quedan:
a=10
=0
c=A



V.— Sea Po(R) el espacio vectorial de polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que dos.
Consideramos las aplicaciones lineales:

fR—=R®, f(r,y,2) = (@ +y,y+z0+2)
g:P(R)—IR? g(az® +br+¢)=(a—bc+a—0b2b—a)

y las bases de R® y Po(R), B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} y C = {1, z, 2?}.
Hallar la matriz asociada o la aplicacion f o g respecto de las bases C' y B.

La composicién es una aplicacién lineal que va de P2(IR) a R3:
(fog):Pa(R) -4 R® L RA.

Llamamos C’ = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} a la base canénica de IR®. Si denotamos por h = f o g se
tiene:
Heio = ForoGere

y por la férmula de cambio de base:
Hpe = MpoHeo = Mg'yHeo = MGy ForoGere

siendo

Mcp =

O = =
— O =
—_ = O

Comenzamos entonces, calculando la matriz asociada a f con respecto a la base C’, es decir, la matriz
Foror. Se tiene:
f(1,0,0) = (1,0,

1,0,0) = (1,0,1)
£(0,1,0) = (1,1,0)
f(0,0,1) = (0,1,1)

Por tanto:

Ahora hallamos G¢r¢:

9(1) =g(0-2%>+0 -2 +1) = (0,1,0)
g(@?) =g(1-2*> +0-24+0) = (1,1,-1)
de donde:
0 -1 1
Gee=11 -1 1
0 2 -1
Finalmente, la matriz pedida es:
110\ '/110\/0 -1 1 1 -1 1
HBc:MC_,lBFc/c/Gc/c: 1 0 1 01 1 1 -1 1]=10 -1 1
01 1 1 0 1 0 2 -1 0 2 -1



VI1.— Sea el espacio vectorial V de las funciones reales de una variable, definidas sobre IR, con las operaciones

habituales de suma de funciones y producto por un escalar. Si ¢ es la aplicacion que hace corresponder
a cada terna de nimeros reales (a,b,c) la funcion f ) definida por:

flap,e)(T) = asen’z + beos’z +¢, Vre R

Se pide:
Probar que ¢ es una aplicacion lineal de R® en V.

Sean \, u € R® y (a,b,¢), (a/,V,¢) € R®. Queremos ver que ¢(A(a,b,c) + u(a’, b, ) = Ap(a, b, c) +
uo(a’, b, ). Pero:

d(Ma, b, c) + pld' b, ) (x) =p(Aa + pa’, \b + pb’, Ae + pc' ) (x) =
= (Aa + pa)sen’z + (Ab + pb')cos®z + (Ae + pc) =
= Masen®z + beos’z + ¢) + p(a’sen’z + b/ cos®z + ') =
= Ao(a,b,c)(x) + po(a’, b, ) (z)

Hallar una base de la imagen y otra del nicleo, analizando si ¢ es inyectiva o sobreyectiva.
Es claro que la imagen estd generada por las funciones {sen®x,cos?x,1}. Hay que ver si estos tres
vectores forman una base. Pero sabemos que hay una relaciéon de dependencia lineal:

1 = sen®x + cos’x.

Luego a lo sumo formaran base de la imagen los vectores {sen®x,cos?x}. Comprobemos que son
independientes. Supongamos A;sen®x + Aycos?x = 0. Entonces tomando 2 = 0, obtenemos que Ay = 0
y tomando x = /2 obtenemos que A\; = 0. Vemos que efectivamente son independientes y por tanto
forman una base de la imagen.

La aplicacién no es sobreyectiva porque el espacio vectorial de funciones reales no tiene dimensién finita,
mientras que la imagen de esta aplicacién tiene dimensién 3. En particular, teniendo en cuenta que las
funciones seno, coseno y la funcién constante 1 son periodicas de periodo 27, deducimos que todas las
funciones de la imagen son periodicas de periodo 2w. Por tanto la funcién identidad f(z) = = no esta
en la imagen, porque no es periodica.

Dado que la dimensién de la imagen es 2 y la dimensién del espacio origen es 3, sabemos que el nicleo
tiene dimensién 1. Basta encontrar un vector que sea enviado por ¢ a la funcién 0. Pero teniendo en
cuenta la relacién de dependencia vista antes, tenemos que ¢(1,1,—1) = 0 y por tanto una base del
ntcleo estd formanda por el vector (1,1,—1).

Por tanto la aplicacién no es inyectiva porque el nicleo no es nulo.

Comprobar que el conjunto U formado por las funciones constantes es un subespacio vectorial de V.
Hallar su dimension y una base.

Es claramente un subespacio vectorial. Basta tener en cuenta que si f y g son funciones constantes,
Af + g es una funcién constante para cualquier A, u € IR.

Dada una funcién constante g(z) = k, k € IR, Va € IR, puede escribirse como g(x) = k-1, representando
en este caso 1, la funcién constantemente igual a 1. Por tanto el subespacio de funciones constantes
tiene dimensién 1 y una base del mismo puede ser la funcién constante 1.

Hallar el conjunto origen de U, si es un subespactio vectorial dar una base.

Se trata de hallar la imagen inversa del subespacio vectorial U, es decir, los (a,b,c) € R? tal que
@(a,b,c) € U. Recordemos que la imagen inversa de un subespacio vectorial por una aplicacién lineal
siempre es un subespacio vectorial. En este caso ha de verificarse que:

asen’z + beos?z + ¢



sea una funcién constante. Esto s6lo ocurre si a = by por tanto una base del conjunto origen (o imagen
inversa) de U es la formada por los vectores (1,1,0) y (0,0,1).

Nota. Comprobemos que dada una aplicacién lineal f : U—V y un subespacio vectorial W C V
siempre se cumple que f~1(W) es un subespacio vectorial de U:

- f7YH(W) es no vacio porque f(0) =0 € W y por tanto 0 € f~1(W).
-Sean \,u € Ry w,w’ € f~Y(W). Veamos que \w + pw’ € W. Pero:
we fTHW) = flw)eWw
= Mw)+pflw)eW =
w e W) = flw)ew
= fOw+w)eWwW = w+pw € f~HW)

(Primer parcial, febrero 1999)

VII.— Sean f:R® - R* y ¢g: R* — IR® aplicaciones lineales no nulas tales que go f es idénticamente
cero y dim Img = 3. Calcular dim Kerf.

Como g o f es la aplicacién nula, Imf CKerg (ésta es simplemente otra forma de escribir el hecho de
que ¢g(f(z)) = 0 para todo ).

g : R* — IR® es una aplicacién lineal y por tanto, dim Kerg+dim Img =dimR* = 4. Dado que dim
Img = 3, deducimos dim Kerg=1.

El subespacio Im f esta contenido en el subespacio unidimensional Kerg, luego Im f tiene dimensién 0
6 1. No puede tener dimensién 0 porque en ese caso f seria la aplicaciéon nula, cosa que se excluye en
el enunciado. Por lo tanto dim Imf = 1.

f:R® — IR es una aplicacién lineal y por tanto, dim Ker f+dim Imf =dimIR® = 5. Dado que dim
Imf =1, deducimos dim Kerf = 4.

(Examen final, septiembre 2007)

VIII1.— Sea la aplicacion lineal:

63 _(xz+z 2y+z
fIR _>M2><2(]R’)7 f(xvyvz)_<x+z x—2y>
(i) Hallar la matriz asociada a f respecto de las bases candnicas de IR® y Mayo(IR).

Sea
¢ ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

la base canénica de R? y

{63665 6 )

. Entonces:
£(1,0,0) = G (1)) = (1,0,1,1)¢
0 2
f((),]-ao)* (0 _2) *(07270372)0
1 1
f(07071):(1 O)Z(LLLO)C
y asi

Fee =

=
DO NNO
O~ = =



(ii) Hallar las ecuaciones paramétricas de ker(f) respecto de la base candnica.

Los vectores del nticelo son los vectores (z,y, z) verificando:

Focly | =

o O OO

Operando resultan las ecuaciones:
r+2=0, 2y+ 2z =0, x—2y=0

Eliminando las dependientes:
z+2=0, 204+ 2=0

Y resolviendo obtenemos las paramétricas:

(iii) ProbarqueB’z{(S 2))7((1) 8),(3 é),(? ?)}esunaba&ede/\/lgxg.

Dado que dim(Max2) = 4, para ver que cuatro vectores forman base basta ver que son linealmente
independientes. Equivalentemente que la matriz de sus coordenadas en la base candnica tiene rango 4.
Para ello escalonamos la correspondiente matriz y vemos que resultan cuatro filas no nulas:

01 00 00 1 0 1 100 1 100
001 0l H, [0 100} mm [0 1 00]|Hs-D[0 100
1100_2’1100_3)0010_>0010
00 1 1 00 1 1 00 1 1 00 0 1

(iv) Si B=1{(1,1,0),(1,1,1),(0,1,0)} hallar la matriz asociada a F respecto de las bases B y B’.

La férmula de cambio de base es:

Fpp=Mpc FocMeop = Mgy ForcMep

donde
11 0 0 010
0 0 0 1
Operando queda:
-1 1 0 0 1 0 1 1 1 2
oo {00 Yo o272 3 2
PETL o0 of{r ool )L 20
0 0 O 1 1 -2 0 -1 -1 -2
IX.—
a) Decidir si existe alguna aplicacion lineal f : R> — R* tal que
(a) g p q
kerf = {(z',22,2%) e R® : 2! — 2% = 22 = 0},
Imf = {(y17y21y3ay4)EIR4:y1_y2:y2—y3:O}_

. . . .. 4 .
Si existe, dar la matriz (con respecto a las bases candnicas de R? y R ) de una que verifique estas
condiciones. Si no existe, demostrarlo.



Para que exista la aplicacion lineal pedida, la suma de la dimensién del nucleo y la dimensién de la
imagen tiene que ser igual a la dimensién del espacio origen.

En este caso el niicleo estd definido por dos ecuaciones independientes en IR® y por tanto tiene dimensién
3—-2=1.

La imagen estd definida también por dos ecuaciones independientes en IR* y por tanto tiene dimensién
4—-2=2.

Deducimos que si existe la aplicaciéon que nos piden.

Para definir una aplicacion lineal basta tener en cuenta como actia sobre los vectores de una base.
Sabemos que sobre vectores del nicleo la aplicacién es cero. Adema&s sabemos cual es la imagen:

Base del nicleo: {(1,0,1)}
Base de la imagen: {(1,1,1,0),(0,0,0,1)}

Por tanto para definir f completamos la base del niicleo hasta una base de IR>:

{(1,0,0),(0,1,0),(1,0,1)}

(es una base porque son vectores independientes), y definimos f sobre sus vectores, llevando el niicleo
al cero y los otros dos a los generadores de la imagen:

f(1,0,0) = (1,1,1,0)
£(0,1,0) = (0,0,0,1)
£(1,0,1) = (0,0,0,0)

Como nos piden la matriz de f con respecto a las bases canénicas nos interesa conocer la imagen de
los vectores de la base candnica de IR®. Sélo nos falta la imagen de (0,0,1), pero:

f(0707 1) = f(la 0, 1) - f(17 070) = (_la -1,—1, 0)
Por tanto la matriz de f respecto de las bases candnicas es:
-1
-1

-1
0

O~ =
=]

Nota: La aplicaciéon no es tnica. Podriamos haber escogido otros generadores de la imagen y definir
de esta forma una aplicacién diferente verificando las propiedades deseadas.

Idem para

kerf = {(z',22,2%) e R3 : 22 — 2% + 2% = 0},

Imf = {(y171/2793ay4) €R4 Zy1+2y2 :yl _yS :O}

Ahora el niicleo estd definido por una ecuacién en IR*, luego su dimensién es 3 — 1 = 2.
La imagen est4 definida por dos ecuaciones independientes en IR*, luego su dimensién es 4 — 2 = 2.

Se tiene dim(ker f) + dim(Im f) = 4 > dim(IR?) y por tanto no puede existir la aplicacién lineal que
nos piden.

(Primer parcial, febrero 2001)



X.— Sea V un espacio vectorial de dimensiénn > 1y f: V — V un endomorfismo. Decidir razonadamente
la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(a) Si fo f=1id entonces f =id.
FALSA: Por ejemplo si tomamos V =R? y f(z,y) = (y,z), se cumple que
(fof)xy) = f(f(z,y) = fly,2) = (z,y)

por tanto f o f = id pero sin embargo f # id.

(Es interesante observar que la matriz asociada respecto de la base candnica es:

01
= (1)

que cumple F - Fo = Id pero Fo # Id.)
(b) Si fof=0 entonces f =0.
FALSA: Por ejemplo si tomamos V = R? y f(z,y) = (y,0), se cumple que
(f o f)(x7y) = f(f<x7y)) = f(y70) = (070)

por tanto f o f = 0 pero sin embargo f # 0.

(Ahora la matriz asociada respecto de la base candnica es:
01
o= (o 0)

(c) Si fof=0 entonces 0 es autovalor de f.

que cumple F¢ - Fo = Q) pero Fo # Q.)

—

VERDADERO. Si f = 0 entonces para cualquier vector @ € V no nulo se cumple f(@) = 0=0-1,
luego 0 es autovalor de f.

Si f # 0 existe un vector 4 no nulo tal que f(@0) # 0. Entonces:

FF@@) = (fo f)(i) =0=0- f(ii)

por tanto 0 es autovalor de f.
(d) Ker(f—1Id) C Im(f).
VERDADERO.

ieKer(f—1Id) = (f-Id(@)=0 = fl@)—i=0 = i=f) = iecIn(f).



